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Classificacoes

Definicdo: uma equacao diferencial € aquela que relaciona uma funcao

desconhecida com uma ou mais de suas derivadas.

Essa funcao relaciona variaveis dependentes e independentes.

Variaveis independentes e dependentes

Entradas Saida

X,

Variaveis
independentes

Variavel dependente
(depende dos xs)

3

X4

Em uma equacao diferencial a variavel dependente € derivada
em relacao as variaveis independentes.
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Classificacoes

Com o objetivo de organizar as EDs em diferentes categorias, que facilitam a
escolha do método de solugcao mais adequado, sdo empregadas as seguintes
classificagoes:

v Ordinaria (EDO) versus Parcial (EDP) - Ao contrario das EDPs, as EDOs

apresentam apenas uma variavel independente.

v" Ordem de uma equacao diferencial: A ordem de uma ED ¢é definida pela

mais alta derivada da funcao incognita presente a equacao diferencial.
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Classificacoes

v Homogénea versus Nao Homogénea - sera homogénea se o termo que

independe da funcao incognita e suas derivadas € identicamente nulo.

v" Linear versus Nao Linear - Uma ED linear nao deve conter: Produtos entre
a funcao incognita e suas derivadas, poténcias da funcao incdgnita
diferentes de 1 e funcdo incognita como argumento de funcoes

trigonométricas.
Obs:

(i) Antes de classificar uma ED deve-se escrevé-la na forma padrao. Uma ED
estara na forma padrao quando o coeficiente da derivada de mais alta ordem

for igual a um.

Ex: xy”+2y=0 ¢é escrita na forma padrao como y”’=-(2/x)y

(ii) Uma ED sempre deve apresentar consisténcia dimensional!
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Classificacoes

Exemplos

»9y(X)y'(x)+4x =0 EDO de 1° ordem, ndo linear e homogénea

3 E . .
»U(X,t)=—u_ (X,t) EDP de 2° ordem, linear e homogénea
o

. L
>0(t)+ —senO(t)=0 EDO de 2° ordem, ndo linear e homogénea

o

o

Determine a unidade de b, sendo v [m/s], t[s], m[kg] e g [m/s?]

Parachutist .
muv' = mg — bv®

Velocity
‘,'
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Classificacoes

Exemplos e R
Equacdo de Navier-Stokes incompressivel:
DV VP + pg + uViV
y ——— - T g T -V
P pg +
B =
i i~ * 1 » - -
Componente x da equagdo de Navier-Stokes incompressivel: MUDARAM

| N © [| MUND®
dit oI i i AP d=u A1 a°1e

pl —+u—+v—+w—|= — +pg +pl — + —5 + —
il dx dy dz dx L dx Ay’ az°

Componente v da equacdo de Navier-Stokes incompressivel:

J ) ™ ) L 7} ; !

m dar di o i a P o= o= flzi’
p\ —tu—+v—+tw—|=—"—+pg +pl 5+t —*+

ol dx dy oz dy X oye oz

Componente z da equagdo de Navier-Stokes incompressivel.

- F .. 2 . ] ) | Ny
AW aw AW aw alf? i<W A=W A=W

p\ —tu—+v—+w- = ——4+pg. tpul—+ —+ —
ol ox dy dz (7 ) oX”- ady- 0"
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Quando existir, a solucdo de uma equacao diferencial pode ser obtida de
diferentes formas:

v" Analiticamente: Obtencao analitica de uma familia de fungdes.
v' Graficamente: Obtencao das inclinacdes da solucdo (Campos de direcoes)
v

Numericamente: Obtencao da solu¢cao em pontos previamente definidos
(Calculo numérico).

Mesmo sem uma solucdo analitica, podemos ainda aprender muito
sobre a solucdo por meio de uma abordagem grafica (campos de
direcdes) ou de uma abordagem numerica (método de Euler).
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Solucao Analitica

Integracao

A integracao pode ser vista como o0 processo inverso da
diferenciacao.

« A resolucao de uma equacao diferencial € essencialmente
um processo de encontrar o resultado de Jy(x)ax quando
y'(x) é fornecida. Note que:

jy x)dx = _[dy y(x)+C

« Duas funcoes que diferem apenas por uma constante tem a
mesma inclinagao.

« A constante C €& adicionada no processo de integracao
indefinida para recuperar a constante perdida durante a
diferenciacao e y(x)!

/} Importante
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Solucao analitica

Solugao analitica:

Por exemplo, quando consideramos a equacao diferencial

y =Xy

entendemos que y seja uma funcao desconhecida de x.

Uma funcao 7 é denominada solu¢cdo de uma equacao diferencial se a
equacao é satisfeita quando y = f (x) e suas derivadas sao substituidas na
equacao. Assim, f € uma solucdo da Equacao acima se

f (x) = x.f(x)

para todos os valores de x em algum intervalo.
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Solucao analitica

v Quando nos pedem para resolver uma equacao diferencial,
espera-se que encontremos todas as solucoes possiveis da
equacao. Ja resolvemos algumas equacoes diferenciais
particularmente simples; a saber, aquelas da forma:

y' = f(x)
v' Por exemplo, sabemos que a solucao geral da equacao
diferencial
y' = x3
é dada por
4
y:X—+C
4

onde C € uma constante qualquer.
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Soluggo analitica: x*
1y =—+4
y =x3 4 : I
4 1 |
Vs y = X +2]
o 4
y — Z + C X4 : i
y=— +:O I
Solucao geral 4 I :
R
B e T
________________________ PR
““““““““ Y = XZ -4
-10 -

Solugdes especificas?!
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Solucao analitica

Solugao analitica:

v"  Quando aplicamos as equacoes diferenciais, geralmente nao
estamos tao interessados em encontrar uma familia de solucoes
(a solucao geral) quanto em encontrar uma solucao que
satisfaca algumas condicoes adicionais.

v Essas condicoes podem ser do tipo: (i) condicoes iniciais ou
(ii) condicdes de contorno.

12
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Solucao analitica

Solugao analitica:

v' Em muitos problemas fisicos precisamos encontrar uma solugao
particular que satisfaca uma condicao em um dados instante de
tempo, do tipo y(t,) = y,. Esta € chamada condicao inicial, e o
problema de achar uma solucao da equacao diferencial que
satisfaca a condicao inicial € denominado problema de valor
inicial.

v Em outros tipos de problema a condicao € estabelecida em uma
posicao do dominio do tipo y(L) = y,. Esta € uma condicao de
contorno que ocorre em problemas de valor de contorno.

13
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Solugao analitica:

v Problema de valor inicial - A variavel de entrada é o tempo (t)

0, t=0
0(0)=6,

v Problema de valor de contorno - A variavel de entrada é a posicao (x)

x=0 . 1 R x=L
y(0)=Yo i s s y(L)=y,

14
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Solucao analitica

v Problema de valor de contorno - A variavel de entrada é a posicao (x)

TABLE 2.2 Boundary conditions for the heat

Equagao da dlfusao de Calor diffusion equation at the surface (x = 0)
1. Constant surface temperature T
aT aT aT o, o =T, (2.29) \
K2L) + 9 (o) 4 4 (o) 4= :
é‘x( ax) dy\ dy) dz\ iz 4=0 Tx. 8
b=
2. Constant surface heat flux N
{(a) Finite heat Aux )
: I.'--l— & —_— . ra.."—-\
m k% =Gk (2.30) et (T
i Y Temperature
‘N profile
T1 * B \< (b) Adiabatic or insulated surface
™
d1 5
:: ~ TE :—\ =0 (2.31)
el | ?E — f—=x
'-'_jr:-: Tﬁ:q:l.-rl:ll:
L 3. Convection surface condition
2 no, a .
3 .&';—i o= HT, — M0, 4] (2.32) >
| X s T.h
Ll - P e
X
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Solugao geomeétrica

Solucao geométrica (Campos de direcdes)

v’ Suponha que nos pecam para esbocar o grafico da solucao
do problema de valor inicial

y'=x+y y(0) =1

v Nao conhecemos uma funcao para a solugao, entdao como €&
possivel que esbocemos seus graficos?

v" Vamos pensar sobre o que uma equacao diferencial
significa.

16
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Solugao geomeétrica

Solucdo geométrica (Campos de direc¢des)

v' A equacao y' = X + y nos diz que a inclinacao em qualquer
ponto (X, y) no grafico (chamado curva solucao) € igual a
soma das coordenadas x e y do ponto (veja a Figura 1).

A inclinacio em / A inclinacao em
IX‘. _‘l.l' L‘ _,_"“ ',l I .‘..-1 C
X+ ¥ I

——

T —

Uma solucdode y'=x+y
Figura 1

17
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Solugao geomeétrica

Solucido geométrica (Campos de direcdes)

v' Em particular, como a curva passa pelo ponto (0, 1), sua
inclinacao ali deve ser 0 + 1 = 1. Assim, uma pequena
porcao da curva solugao proxima ao ponto (0, 1) parece
um segmento de reta curto que passa por (0, 1) com
inclinacao 1 (veja a Figura 2).

0.1 A inclinagho em
0, 1) &
0+i=1L

Configure sua calculadora
para operar em graus! . .

Inicio da curva solucéao que passa por (0, 1)

Figura 2
18
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Solugao geomeétrica

Solucido geométrica (Campos de direcdes)

v Como um guia para esbocar o restante da curva, vamos
desenhar pequenos segmentos de reta em diversos pontos
(x, y) com inclinacdo x + y. O resultado, denominado
campo de direcoes, € mostrado na Figura 3.

“ ... g
I-d
-

S0 1

Campode direcGoparay' =x+y
Figura 3

19
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Solugao geomeétrica

Solucido geométrica (Campos de direcdes)

v'  Por exemplo, o segmento de reta no ponto (1, 2) tem
inclinacao 1 + 2 = 3. O campo de direcoes nos permite
visualizar o formato geral das curvas solucao pela
indicacao da direcao na qual as curvas prosseguem em
cada ponto. |

v' Agora, podemos esbogar a curva
solucao que passa pelo ponto (0, 1),
seguindo o campo de direcdes NN e ) *
como na Figura 4. SR

A curva solucéo que passa por (0, 1)
Figura 4

20
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Solugao geomeétrica

Solucdo geométrica (Campos de direcdes)

v" Observe que desenhamos a curva de modo a torna-la
paralela aos segmentos de reta proximos.

v"  Em geral, suponha que tenhamos uma equacao diferencial
de primeira ordem do tipo
y'=F(X,y)
onde F (X, y) €& alguma expressao em X e y. A equacao

diferencial diz que a inclinagao da curva solucao no ponto (X,
y) na curva € F (X, y).

21
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Solugao geomeétrica

Solucdo geométrica (Campos de direcdes)

v Se desenharmos pequenos segmentos de reta com
inclinacao F (X, y) em varios pontos (X, y), o resultado sera
chamado campo de direcoes (ou campo de inclinacoes).

v Esses segmentos de reta indicam a direcao na qual uma
curva solucao esta seguindo, de modo que o campo de
direcoes nos ajuda a visualizar o formato geral dessas
curvas.

22
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Solugao geomeétrica

Solucdo geométrica (Campos de direcdes)
Exemplo:

(a) Esboce o campo de direcoes para a equacao diferencial
y'=x2+y?-1,

(b) Use a parte (a) para esbocar a curva solucao que passa
pela origem.

SOLUCAO:

(a) Podemos comecar calculando a inclinagao em varios pontos
na seguinte tabela:

v —2 —1 0 I 0 l

I

el
-
]

¥ () 0 0 0 0 1 1 1 | 1

vo=x1+ y? — 3 0 —1 0 3 4 1 0 1 4

23
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Solucado geométrica (Campos de direcoes)

Agora, podemos desenhar pequenos segmentos de reta com essas

inclinagdoes nesses pontos. O resultado € o campo de direcoes
mostrado na Figura 5.

0 I ) l

v —2 —1 2 | —2 —1 2
¥ () 0 0 0 0 1 1 1 | l
y=x"+ y*— 3 0 — 1 0 3 4 1 0 ] 4
§ -“.l‘ M
.'fr / ff 27 r/ / fr /
Y Y 4 A
[/ S —1 A
7/ Y
= ——tr Configure sua calculadora
r 7/ N awa
’ h o ara operar em graus!
f / o —1 — f lI.-' p p g
[/ /7 1 7 /1 | |
[ ,u“r /-2 7 f / .'fr J'r
Figura 5
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Solugao geomeétrica

Solucao geomeétrica (Campos de direcoes)

(b) Podemos comecar na origem e nos mover para a direita na
direcao do segmento de reta (que tem inclinagcao - 1).
Continuamos a desenhar a curva solucao de maneira que ela se
mova paralela aos segmentos de reta proximos.

A curva solucao resultante

V ok
7 . f f / . [ [
é exposta na Figura 6. o i | :
: [/ /[ . VAR A
Voltando para a origem, | ) o — )
desenhamos a curva solugao [ /o=~ — / /f
: / R e
para a esquerda da mesma _7’/ R N A
maneira. R N
{ / / / VAR A
."II. ;,I rf_ 2 F .J,f :.a' ."f. l,-'
Figura s

25
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Solugao geomeétrica

Solucado geométrica (Campos de direcoes)
Campo de direcoes anterior obtido com o Maple.

Untitled (3)7 - [Server 4] - Maple 18
File Edit View Insert Format Table Drawing Plot Spreadsheet Tools Window Help

DERBR &S L EBE S ETI> X BEE=E ¢-{_}=b mr OxF>x o @%@ﬁ ] @ search for help, tasks, apps. ..

l.rFauontes | i :W
Math Drawing Plot Animation
L..MEDIECI'DUd e | [ P maple Plat ¥ | [ Times Hew Roman ¥ | ':\_Hj:' B iU = = OhLR = EE
| Expression 'l V] [> with| DEtools)
|_D-Calcl..|lus | [
Lh-Cnmmnn Symbals | ’7} aﬁgfc{ufor[ %_}'I:I:I =y +_].JI:I:|: — L vlx), x=-3 .3, y=-3 2, title= Resiricted domain color=x" +}'[:c:|: — 1]
Z \: N ?
[ [ [ / -ETL‘ A ?
[/ / / AR | MR
| /= — s /] PR
[/ SN ) S T
y . \ . . h R I o 2 3
[/ -k i P LT 7 r=msas =
; R B e A
AR T
AN e SERERERE IR RRENE
[ ] 24 /] ] ] (N A A A AN A A A A O O
| RERRRRERRIRRRRRRREE
Figura 3 ettt
(I T T A I O A A O O A 26
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Solucao numeérica

Solug¢do numérica - Método de Euler

v A ideia basica dos campos de direcoes pode ser usada pafa
encontrar aproximacoes numericas para as solucoes das
equacoes diferenciais. Ilustramos o método no problema
de valor inicial que utilizamos para introduzir os campos de
direcoes: '

y'=Xx+y y(0) =

v' A equacao diferencial diz que y'(0) = 0 + 1 = 1; dessa
forma, a curva solucao tem inclinacao 1 no ponto (0, 1).
Como uma primeira aproximacao para a solucao,
poderiamos usar uma aproximacao linear L (x) = x + 1.

27
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Solucao numeérica

Solug¢do numérica - Método de Euler

v A ideia de Euler era melhorar essa aproximacao
percorrendo apenas uma pequena distancia e, entao, fazer
uma correcao no meio do caminho, mudando a direcao,
como indicado pelo campo de direcoes.

v A Figura 13 mostra o que acontece se comecamos ao longo
da reta tangente, mas paramos quando x = 0,5 (passo ou
incremento). Como L(0,5) = 1,5, temos y(0,5)=1,5 e
tomamos (0,5, 1,5) como o ponto de partida para um novo
segmento de reta.

VA

YA
_ Solugﬁo /
1 : 1 |
M
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Solucao numeérica

Solug¢do numérica - Método de Euler

1. Em geral, o método de Euler diz para comecarmos no
ponto dado pelo valor inicial e prosseguirmos na direcao
indicada pelo campo de direcoes.

2. Paramos apds um intervalo de tempo, olhamos para a
inclinacao na nova localizacao e prosseguimos nhaquela
direcao.

3. Continuamos parando e mudando de direcao de acordo
com o campo de direcoes.

4 )

O método de Euler nao produz a solucao exata
para um problema de valor inicial ele fornece
aproximacoes.

- J

29
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Solucao numeérica

Solug¢do numérica - Método de Euler

Método da Euler Os valores aproximados para a solugio do problema de valor inicial
¥' = Flx, ¥), ¥lxg) = yg. COM passo b, emM x, = X, + h, 530

Vo = Va1 + AFx 1. ¥a-1) n=12.3. ...

Obtenha esta equacao a partir da definicao de derivada!
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Solucao numeérica

Exemplo Solugdo numérica - Método de Euler

Use o método de Euler com o passo 0,1 para construir uma
tabela de valores aproximados para a solucao do problema de
valor inicial

y =X+y y(0) =1
SOLUCAO: Sabemos que h = 0,1, x, = 0, y, = 1 e
F (X, y) =X+ Yvy.Logo, temos:

yl =y0 + hF(x0,y0)=1+0,1(0+1)=1,1
y2 =yl + hF(x1,y1)=1,1+0,1(0,1+1,1) =1,22
y3 =y2 + hF(x2,y2)=1,22+0,1(0,2 + 1,22) = 1,362

Isso significa que, se y(x) é a solucao exata, entao
y(0,3) ~1,362.
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31 Solucdo numeérica

Exemplo Solugdo numérica - Método de Euler

Y n

0 [xth ye |
1 [xtth

Pares
ordenados
(x,y) para
construcao do
grafico

32
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Solucao numeérica

Exemplo Solugdo numérica - Método de Euler

Prosseguindo com calculos similares, temos os valores na
tabela:

n Xy, Vn n Xn Yn

1 0,1 1,100000 6 0,6 1,943122
2 0,2 1,220000 7 0,7 2,197434
3 0,3 1,362000 8 0,8 2487178
4 0,4 | 1,528200 9 0,9 2,815895
5 0,5 1,721020 10 1,0 3,187485

33
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Solucao numeérica

Exemplo Solugdo numérica - Método de Euler

A seguinte tabela mostra os resultados da aplicacao do método
de Euler com diminuicao do tamanho do passo para o
problema de valor inicial.

Passo Estimativa de Euler para y (0,5) Estimativa de Euler para y(1)
0,500 1,500000 2,500000
0,250 1,625000 2,882813
0,100 1,721020 3,187485
0,050 1,757789 3,306595
0,020 1,781212 3,383176
0,010 1,789264 3,409628
0,005 1,793337 3423034
0,001 1,796619 3.433848

Observe que as estimativas de Euler na tabela parecem estar
se aproximando de limites, a saber, os valores verdadeiros
(solugao analitica) de y(0,5) e y(1).
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Solucao numeérica

Exemplo Solugdo numérica - Método de Euler

A abaixo mostra os graficos das aproximacoes de Euler com os
passos 0,5; 0,25; 0,1; 0,05; 0,02; 0,01 e 0,005. Eles estao se
aproximando da curva solucao exata (analitica) a medida que
0 passo h se aproxima de 0.

Exercicio: construa um
codigo computacional para
resolver este exemplo.
Compare graficamente os
resultados de diferentes
passos com a solucao
analitica.

=Y

35
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Conclusoes

v. A solucao analitica fornece a solugcao exata de uma
equacao diferencial;
v.  Mesmo quando nao é possivel obter a solucao analitica é

possivel analisar uma equacao diferencial empregamos
meétodos geométricos e numericos.

v"  Os métodos geomeétricos e numeéricos fornecem apenas
aproximacoes da solucao exata.

v. O meétodo numeérico fornece solucoes aproximadas e
discretas (tabela de valores).

v. A disciplina EMB5014 sera focada na obtencao de
solucoes analiticas para equacoes diferenciais.

w SIMPLY
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Lista de exercicios

Lista 1

37
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0661-5.

« ZILL, Dennis G; CULLEN, Michael R. Matematica avangada para engenharia. Porto Alegre:
Bookman, 2009. 1 v. ISBN 978-85-778-0400-9.

« ZILL, Dennis G; CULLEN, Michael R. Matematica avangada para engenharia. Porto Alegre:
Bookman, 2009. 3 v. ISBN 978-07-637-4591-2.

38

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




