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Crescimento populacional

Lei do crescimento natural

Em geral, se P (t) for o valor de uma quantidade y no tempo ¢ e se a taxa de
variacao de y com relagcao a ¢ for proporcional a seu tamanho P (f) em

gualguer tempo, entao:

dP _yp L
dt

onde k é uma constante. A Equacao 1 é algumas vezes chamada lei do
crescimento natural. Se 4 for positivo, entdo a populacao aumenta; se A for

negativo, ela diminui.
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Crescimento populacional

Lei do crescimento natural

Como a Equacao 1 € uma equacao diferencial separavel, podemos resolvé-la

pelo método a seguir:
J‘ dTP = J k dt
In |P|=kt+ C
|P| — eKI+C = ecem
P = AeX

onde A (= +e® ou 0) é uma constante arbitraria.
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Crescimento populacional

Lei do crescimento natural

Para percebermos o significado da constante A, observamos que:

P (0) = Aek0 = A

Portanto, A € o valor inicial da funcao.

2 | A solugio do problema de valor micial

Ip
O =P P(0) = P,

dr

P(r) = Ppe®

[ [™
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Crescimento populacional

Lei do crescimento natural

Outra maneira de escrever a Equacao 1 é

1 dP
=k
P dt

que diz que a taxa de crescimento relativa (a taxa de crescimento dividida pelo
tamanho da populacao) é constante. Entao, a Eq. 2 diz que a populacdo com

uma taxa de crescimento relativo constante deve crescer exponencialmente.
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Crescimento populacional

Lei do crescimento natural

Podemos levar em conta a emigracao (ou a remocao) de uma populacao
modificando a Equacao 1: se a taxa de emigracao for uma constante m, entao

a taxa de mudanca da populacao é modelada pela equacao diferencial.

C;_T:kp—m 3 %+p(t)y=g(t)

Exercicio: Resolva a eq. 3.
. P(t) = [1 —e¥] + P ekt
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Crescimento populacional

Modelo logistico

Como estudamos anteriormente, uma populacdo com frequéncia cresce
exponencialmente em seus estagios iniciais, mas em dado momento se
estabiliza e se aproxima de sua capacidade de suporte por causa dos
recursos limitados. Se P(t) for o tamanho da populacdao no instante t,

assumimos que

dP

— _~ kP seP forpequeno

dt

Isso diz que a taxa de crescimento inicialmente estd proxima de ser

proporcional ao tamanho.
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Crescimento populacional

Modelo logistico

Em outras palavras, a taxa de crescimento relativo é praticamente constante
quando a populacao é pequena. Mas também queremos refletir o fato de que
a taxa de crescimento relativo diminui quando a populacao P aumenta e torna-
se negativa quando P ultrapassa sua capacidade de suporte M, a populacao
maxima que um ambiente € capaz de sustentar a longo prazo. A expressao
mais simples para a taxa de crescimento relativo que incorpora essas

hipoteses é
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Crescimento populacional

Modelo logistico

Multiplicando por P, obtemos o modelo para o crescimento populacional

conhecido como a equacéo diferencial logistica:

11
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1 Crescimento populacional

Modelo logistico

A equacéo logistica € separavel e podemos resolvé-la explicitamente. Uma vez
que

temos

jP(l iiPP/M) =fkdt 5

12
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1 Crescimento populacional

Modelo logistico

Para calcularmos a integral no lado esquerdo, escrevemos

1 M
P(1 — P/M) PM — P)

Usando fracOes parciais, temos

M 1 1
PM—-P) P M-—-P

13
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Crescimento populacional

Modelo logistico

ISSO nos permite reescrever a Equacao 5:

a8 ! :
‘ (F+ M_P)f.-‘P—JAdr

In|P|-In|M~-P|=k+C

M- P
In = —kt — C
J.':I'
M P o ki ¢ Cot
P
M— P
P =.r’r'l{'" kr 6

onde A = +e €,

14
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Crescimento populacional

Modelo logistico

Isolando P na Equacéo 6, obtemos:

Mo . P 1
—_— —_— e —_— .
P M 1+ Ae™
entao _ M
| + Ae ™

Encontramos o valor de A colocando t = 0 na Equacéo 6. Set =0, entdo P = P,
(a populacéo inicial); portanto

15
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Crescimento populacional

Modelo logistico

Ent&o, a solucédo para a equacao logistica e

."i’f .'l'f — P'|
P(i) = ——— onde A= I' 7

| + Ae " P

Usando a expresséao para P(t) na Equacéao 7, vemos que

lim P(t) = M

f=—=no0

gue é o esperado.

16
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1 Crescimento populacional

Exemplo: Modelo logistico

Escreva a solucao do problema de valor inicial

dP P
dt 0,08 1.000 ©) 00

e use-a para encontrar a populacao P(40) e P(80). Quando a populacéo
alcancara 9007

17
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Crescimento populacional

Exemplo: Modelo logistico

A equacéo diferencial € uma equacao logistica com k = 0,08, capacidade de
suporte M = 1.000 e populacao inicial P, = 100. Portanto, a Equagao 7 da a
populacao no instante t como

1.000 ~1.000 — 100
P(r) = Y onde =100 >
. 1.000
Logo, PU) =T

18
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1 Crescimento populacional

Exemplo: Modelo logistico
Assim, os tamanhos da populacdo quando t = 40 e 80 séo

1.000 1.000
e = 7316 P(80) = —— 7 ~ 985.3

P(40) =

A populacao alcancara 900 quando

1.000

1 1 96—0,081 — 900

19
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Exemplo: Modelo logistico
Resolvendo essa equacéao para t, temos

—0,08¢: __ 10
1 + 9e =3

0087 _ 1
€ — 31

—(0,08 = In % = —In &1

_ In &l
0,08

Logo, a populacéo chega a 900 quando t for aproximadamente 55.

t ~ 549

20
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Crescimento populacional

Exemplo: Modelo logistico

Como uma verificacao de nosso trabalho, tracamos a curva da populacdo na

Figura 3 e observamos onde ela intercepta a reta P = 900.

1.OOO

Figura 3

O cursor indica que t = 55.
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Juros compostos

Juros compostos

Supondo que os juros sejam calculados continuamente, € possivel escrever
um problema de valor inicial que descreva o crescimento de um dado

investimento.

A taxa de variacao do valor do investimento € dS/dt e essa quantidade ¢ igual
a taxa segundo a qual o investimento aumenta, que é a taxa de juros r vezes

o valor corrente do investimento S. Assim,

ds

—=1rS 8
dt

22
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Juros compostos

Juros compostos

Supondo que também sabemos o valor investimento em um instante

particular, por exemplo:

5(0)=5, 9

Entdo, resolvendo a equacao 8 e empregando a condicao inicial 9 obtém-se:

S(t)=S,e" 10

23
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Juros compostos

Juros compostos

Vamos comparar o resultados continuos obtidos através da eq. 10 com a

situacao onde os juros sao compostos em intervalos de tempo finitos por:

S(t)=S,(L+r) [

A tabela seguinte mostra o efeito do aumento da frequéncia de calculo para
uma taxa de rendimento r de 8% ao ano. As segunda e terceira colunas sao
calculadas com a eq. 11 para frequéncias trimestrais e diarias, e a quarta

coluna emprega a eq. 10 para o calculo continuo.

24
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Juros compostos

Juros compostos

TABELA 2.3.1 Crescimento de Capital a uma Taxa de
Rendimento de r = 8% para Diversas Composi¢coes dos Juros

S(1)/5(1,) da Eq. 11 S(6)/S(t.)

Anos m = 4 m = 365 da Eq. 10
I 1,0824 1,0833 1,0833

2 LE/1d 1,1735 1,1735

b 1,4859 1,4918 1,4918
10 2,2080 2.2253 2.2255
20 4,8754 49522 49530
30 10,7652 11,0203 11,0232
40 23,7699 24,5239 24,5325

Observa-se que a frequéncia dos calculos ndao é muito significativa,

justificando o uso da eq. 10.
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Juros compostos

Juros compostos

Também é possivel considerar depdsitos ou saques, além do acréscimo de
juros, dividendos ou ganhos de capital. Supondo que os saques ou depositos

sejam feitos a uma taxa constante k, entao a eq. 10 torna-se:

d—S:rS+k.'. OI—S—rS:k 12

dt dt

EDO linear % + p(t)y = g(t)

26

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Juros compostos

Juros compostos

A eq. 12 é uma EDO linear com fator integrante e, logo:

S(t)=ce" —(k/r)

S (t) =S,e" +(k / r)(e” —1) 13

Investimento Depdsitos ou
inicial saques

27

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Juros compostos

Juros compostos: Exemplo

Uma pessoa de 25 anos abre uma conta na qual investe R$ 2.000,00 ao ano.
Supondo que a taxa anual de rendimento seja 8%, qual sera o saldo da conta

guando a pessoa tiver 65 anos?

So=0,r=0,08/ano, k =R$ 2.000,00

S(40)=0e" +(2000/0.08)(e** ~1) = 588.313

28
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Velocidade de escape

Velocidade de escape

Supondo desprezivel a resisténcia do ar é possivel determinar a velocidade
inicial necessaria para elevar um corpo até uma altitude maxima da & acima

da superficie da Terra e a menor velocidade inicial para a qual o corpo nao

retorne a Terra.

29
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Velocidade de escape

Velocidade de escape

A forca gravitacional agindo sobre um corpo € inversamente proporcional ao

quadrado da distancia ao centro da Terra, sendo expressa por:

K
(R+x)2

W(X) = — 14
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1 Velocidade de escape

Velocidade de escape

Sabemos que em w(0)=-mg logo:

k=mgR?.. w(x)=- ng22
(R+x)
mgR*
(R+x)2
@ >
m X

31
Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Velocidade de escape

Velocidade de escape

Por meio de um balanco de Forcas na particula obtém-se:

2
rndv__ mgR p

dt  (R+x)

Sendo a condic¢ao inicial:

n0) = 1

32
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Velocidade de escape

Velocidade de escape

Como a eq. 15 possui muitas variaveis € possivel eliminar t empregando a
regra da cadeia:

dv_cwdx_vg!
dt  dxdt  dx

16

Substituindo 16 em 15 obtém-se:

dv_~ gR® 2 gR?

V— = ~ _
dx (R+X) 2 R+X

33
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Velocidade de escape

Velocidade de escape

Como x=0 quando t=0, a condicao inicial v(0)=v0 pode ser substituida pela

condigdo v=v, quando x=0. Logo C = ﬁ ~gR
2

2¢R° 17
R+ X

e v:iwa—ZgR+

34
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Velocidade de escape

Velocidade de escape

Para determinar a altura maxima atingida pelo corpo fazemosv=0e x =& na

eq. 17 e depois isolamos &, obtendo:

2
R
£ = Yo - 18
20R —V;

Resolvendo a eq. 18 para v, obtem-se a velocidade inicial necessaria para

levantar o corpo até &.

A :\/2gR d 19

R+¢&

35
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Velocidade de escape

Velocidade de escape

A velocidade de escape v, é obtida fazendo £&—x na eq. 19, resultando em:

vV, =4/20R 20

36
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Circuito RL

Variagao da corrente em um circuito Resistor-Indutor-Fonte

Através da leis de Kirchoff é possivel mostrar que a queda de tensao nos

componentes e expressa por:

L%+ Rl = E(t) %+p(t)y=g(t)

Sendo 1(0) = 0 e E(t)=E,, empregue seus conhecimentos sobre equagodes
diferenciais e encontre uma expressao que determine a corrente | em funcao

do tempo. ;

o

0000 —A\N\N—
[y
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Lista de exercicios

Lista 3 (Exercicio 4 em diante).

38

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Referéncias bibliograficas

Basica:

« BOYCE, William E; DIPRIMA, Richard C; IORIO, Valéria de Magalhdes. Equacées diferenciais
elementares e problemas de valores de contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e
Cientificos, 2002. ISBN 978-85-216-1756-3.

«  KREYSZIG, Erwin. Matematica superior para engenharia. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e
Cientificos, 2009. 1 v. ISBN 978-85-216-1644-3.

 NAGLE, R. KET; SAFF, Edward B.; SNIDER, Arthur David. Equac¢des Diferenciais. 8. ed. Sao
Paulo: Pearson Education do Brasil, 2012. ISBN 978-85-814-3083-6. (ebook) .

« THOMAS, George Brinton et al. Calculo. 11. ed. Sdo Paulo: Pearson Addison Wesley, 2009. 2
v. ISBN 978-85-886-3936-2.

Complementar:

«  STEWART, James. Calculo. Sdo Paulo (SP): Cengage Learning, 2010. 2 v. ISBN 978-85-221-
0661-5.

« ZILL, Dennis G; CULLEN, Michael R. Matematica avangada para engenharia. Porto Alegre:
Bookman, 2009. 1 v. ISBN 978-85-778-0400-9.

« ZILL, Dennis G; CULLEN, Michael R. Matematica avangada para engenharia. Porto Alegre:
Bookman, 2009. 3 v. ISBN 978-07-637-4591-2.

39

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




