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Introducao

Muitas situacoes praticas presentes na engenharia apresentam duas ou mais
variaveis independentes, como, por exemplo, o tempo e a posicao.

Nestas situacoes, os modelos matematicos sao frequentemente representados por
equacoes diferencias parciais.

Pode-se afirmar que apenas 0s casos mais simples podem ser modelados por
equacoes diferenciais ordinarias, enquanto a maior parte dos problemas na area de
mecanica dos solidos ou fluidos, transferéncia de calor, teoria eletromagnética,
mecanica quantica e outras areas da engenharia e fisica exigem a solucao de
equacoes diferenciais parciais.
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Introducao

A solucao analitica de tais equacdes é obtida através da substituicao da equacao
diferencial parcial por um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias.

Desta forma obtém-se uma resposta em forma de uma série infinita, em geral,
formada por solucdes das equacoes diferenciais ordinarias.

Em muitos casos vamos lidar com séries trigonométricas, que apresentam senos e
cossenos, de modo que a primeira parte deste assunto trata de uma discussao de tais
séries, conhecidas como séries de Fourier.
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Introducao

L

Uma equacao que apresentam uma ou mais derivadas parciais de uma funcao que
apresenta duas ou mais variaveis independentes é definida como uma equacao
diferencial parcial.

Tais equacoOes sao ditas lineares quando forem de primeira ordem em suas variaveis
dependentes e suas derivadas.

Tais equacdoes sao homogéneas quando todos seus termos apresentam as variaveis
dependentes e suas derivadas. Caso contrario sao nao homogéneas
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Operador de Laplace
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Séeries de Fourier
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Introducao

As Séries de Fourier sdao séries infinitas que representam funcoes
periodicas em termos de senos e cossenos.

As Séries de Fourier possuem grande importancia em Engenharia e
Matematica Aplicada, pois pertimem representar fungcoes periodicas
complicadas em termos de funcoes periodicas mais simples.

Com isso somos capazes de modelar fenémenos periddicos que apare-
cem frequentemente na pratica, como por exemplo, a vibracao de uma
corda, o movimento dos planetas ao redor do sol, o movimento de um
péndulo, ondas sonoras, entre outros. JesorBiapHlste Joseph Foutler

:_;; & x(w) = jx(t)-e"‘”’dt
A fel
% =7
K
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Séeries de Fourier
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Funcgio periddica
Antes de definir a Série de Fourier de uma funcao periodica, precisamos

definir precisamente o que é uma fungao periodica.

Uma funcdo f é dita periodica se existe um nimero real positivo T,
chamado periodo de f, tal que

fix)=fx+T)
,4! \\\\ } \\\“\ «", \\\\\
para todo x no dominio de f. / \ |/ \ / \
: \/ \__/ \
\_/ T\\// R X
Por exemplo:
.
- ¢ ’I' -
As funcoes FIGURE 10.2.1 A periodic function.
sen(x) e cos(x)
L=T/2

sao funcdes periddicascde periodo 2.
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Séeries de Fourier

Heeecess-

Funcgio periddica
Observe que se T € um periodo de f, entao 2T também sera.

O menor valor de T para o qual f(x+T) = f(x) € valida € chamado de
periodo fundamental

\ -

T 7
|

T

2T |
FIGURE 10.2.1 A periodic function.
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4 Series de Fourier

Funcgio periddica

Se f e g sao funcobes periddicas com periodo T, entao:

. O produto /g sera periddico e com periodo T;
. A combinacao linear c,7+ c,g sera periodico e com periodo T;
. A soma finita ou infinita convergente de funcoes de periodo T também sera

periddica com periodo T.

Em particular:

perodo (1

sen (X) cos(x) 21T
sen (ax) cos(ax) 21T/aL
sen (mmx/L) cos(mTrx/L) 2L/m Neste caso o periodo

fundamental é T=2L.
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: Séeries de Fourier

Funcao periddica (efeito da frequéncia)
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1 Séries de Fourier - Coeficientes

Ortogonalidade

O produto interno de duas fungdes u e v intervalo a < x < 3 € definido por
f
(i, v) = f u(x)vix) dx.
cr
As funcdes u e v sao ditas ortogonais no intervalo o < x < 3 se

B
f u(x)vix)dx = 0.

Um conjunto de fungdes é dito um conjunto ortogonal se cada par de funcoes
diferentes pertencentes ao conjunto € ortogonal.
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1 Series de Fourier

Ortogonalidade

As fungoes sen (mtmrx/L) e cos(mtrx/L), m =1, 2, ..., formam um conjunto ortogonal e
satisfazem:

L
T X T X 0, m #n,
]—;. COS T cos 7 dx = {L m—n: (6)
L MITX . HATX
fL COS 7 sin T dx = 0, all m,n; (7)
k MITX N X 0, m+#n,
. " o d — b .- 8
[Laln 7 s1n 7 X {L, P (8)
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Esses resultados podem ser obtidos por integracao direta. Para obter (8) quando
m + n e m - n sao diferentes de zero.

fL G X AT 1 fL cos (m — n)mx cos (m + n)mx gy
L L L 2/ L L

1£ ‘sin[{m —n)x/L] B sin[(m + n)mwx/L]
27 m—n m+n

—L

=0

L ; . L 2
Quandom-n =0, / i '"Z" sin "Z" e / (sin '”Z") dx

L L

l [ 2 X
= - / I:l — COS - ";T\] dx
J I ‘

I
I sin(2mmx/L) }
X -

2m/ L

N

—

N

L

Il
e
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Séeries de Fourier
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As formulas de Euler-Fourier

Vamos supor que a seguinte série trigonomeétrica seja convergente e sua soma seja f(x)

flx) = % + Z (Hm cos m;jx + b,, sin ?) : (9)

m=1

Através das condicoes de ortogonalidade apresentadas anteriormente, € possivel obter os
coeficientes a, e b, criando uma relagao com f(x).

Multiplicando a eq (9) por cos (nnx/L) e integrando de -L a L, obtém-se

L
fofI] Ccos Hix dx = % fL cos ’—mx dx + Zﬂm f COS Ex COos ”ix dx

m=1

oc L

mix T X
+ > b f sin cos — dlx. (10)
Z m ., 7 7

m=1
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Series de Fourier

As formulas de Euler-Fourier

Como n €& mantido fixo enquanto m varia devido ao somatoério, as relacoes de
ortogonalidade (6) e (7) garantem que o unico termos nao nulo seja * quando m=n

L L 0 I
NI X a iTX mix nITX
fo{x]ms 7 dx:% - ﬂsdeJr E_ ameccrsTmsTa‘A

-+ Z b, ] 5111 COS E dx. (10)

m=1

assim

f f{x]cnsmm_Lﬂn n=1,2,....
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1 Series de Fourier

Para obter a, integra-se a eq (9) de -L a L, obtendo

L
ff{.r)dx:%f dr—l—Zamf cns—dx mef sin”mxd,x
—1. -

m=]1 L

= Lay, (12)

Assim, escrevendo o termo constante como ay/2 é possivel obter todos os coeficientes a,,
por

a”:—f f{r)cos”ii X, n=012,.... (13)

De forma semelhante, multiplicando a eq (9) por sen (nnx/L), integrando termo a termo de
-L a L obtém-se

1 L
b, = —f foosin =X dx, n=1,2.3,.... (14)
I_.l _L‘ I_.l

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




1 Séries de Fourier

As formulas de Euler-Fourier

Assim se a série de Fourier

f(x) =

- N7 X N7 X
Z(an cos—— + b, sen —j )
L L

_0
2 n=1

converge para f(x), seus coeficientes serao:

-

nmwXx

1 [k |
ay = Ef f(x) cos —dr n=0,12,.... (13)
—L

b, = — /f{ ain”ﬂm n=1273..... (14)

L="T/2
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ries de Fourier

Suponha que exista uma série de Fourier convergindo para uma funcao f definida por

Flx) = —x, —2=x<0,
T = 0<x<2;
\ (15)
fx+4) =f(x).

determine os seus coeficientes. A figura abaixo mostra a representacao grafica desta
funcao onde observa-se que o periodo é T =4, logo L = 2.

T'.h

Onda

triangular
l l |

L,
-6 —4 —2 2 4 6 X
FIGURE 10.2.2 Triangular wave.
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1 Series de Fourier

Substituindo f(x) na eq (13) com m = 0, obtem-se:

l 0 ] 2
a{;zif_z(—x}dx+if xdx=1+1=2.

0

Param >0, aeq (13) nos da

a —1 u(—r)cas”mxderlfzxmsmnxdx
S AP 2 2 Jo 2 '
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L

Integrando por partes

1 2 . max 2\ mix
Qp = = | ——xsin —— — | - COS —
mi 2 m 2

1 2 . max ( 2 ) - mix
+ — | —xsin — cos
2| ma 2 mr 2

0

" 2 - 2 " 2 " 2
—(—) -(—) Cosm.'r+(—)cosm.'r—(—)
mimn mi mm mn

o

(S

4
= —(cosmm — 1). m=12....
(mm)*
—8/(mx)*, m odd,
- (18)
0, m even.

E através da eq (14) obtém-se

b,, =0, m=12,.... (19)
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Séeries de Fourier

Substituindo os coeficientes encontrados, obtemos a série de Fourier de f(x)

8 TX 1 3mx 1 Smx
2 32 2 52 2

f(x):'l—;(cns——l——cus——l——cus——l—---

_ 8 =, cos(mmx/2)
—1— — Z

_ m?
m=1.3.5....

8 3 cos(2n — Dmx/2 (20)

(2n — 1)?

=

\r | \ﬂ -
4 2 2 4 Al
FIGURE 10.2.4 Partial sums in the Fourier series, Eq. (20), for the triangular wave,
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Séeries de Fourier
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O Teorema de convergéncia de Fourier

Mesmo que os coeficientes a, e b, possam ser encontrados através das equacoes (13) e
(14), isto nao garante a convergéncia de uma série de Fourier.

A seguinte definicao € necessaria para entender o critério de convergéncia:
Uma funcao f é dita seccionalmente convergente em um intervalo [a, b] se:

1. fé continua em cada subintervalo aberto x, ; < x < x;

2. ftende a um limite finito nas extremidades de cada subintervalo, quando aproximadas
do interior do intervalo

-L'Irl i

-
—_
.
—
el
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1 Series de Fourier

O Teorema de convergéncia de Fourier

Definicao: Suponha que f e f° sao seccionalmente continuas no intervalo -L < x < L.
Suponha também que f esta definida fora do intervalo -L < x £ L de modo a ser periodica
com periodo 2L. Entao f tem uma série de Fourier

- N X nzx
f(x)_—0 +> | a,cos——+b,sin )
2 = L L
Cujos coeficientes sao dados por
1k X |
a, = 7 f_fﬂf{x] COS ’T—l dx, n=0,1,2,.... (13)
b, = — f £(x) 'ainmfh n=1,273,.... (14)

A série de Fourier converge para f(x) em todos os pontos onde f é continua e converge
para [f(x+) + f(x-) ]/2 em todos os pontos onde f é descontinua.
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Séeries de Fourier

Exemplo

Suponha que exista uma série de Fourier convergindo para uma funcao f definida por

£(x) (), —f. = x = {__}]
X :
' I, D<x =< L.,

f(x+2L) = ()

determine os seus coeficientes. A figura abaixo mostra a representacao grafica desta
funcao onde observa-se que o periodoé T = 2L.

Onda I
quadrada

|
3L 2L L L 2L 3L x
FIGURE 10.3.2 Square wave.
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Séeries de Fourier
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Substituindo f(x) na eq (13) com m = 0, obtem-se a,:

| L L
apy = —f filx)ydx = f dx = I:
LJ_p 0

Param >0, aeq(13) nosdaa,,

1k MITX L MITX
Ay = — (x) cos dx = cos — dx
L j;.r,f{ : L 1; L

=0, m #= 0.

Similarmente através da eq (14) obtém-se

1 L T L TX
by = 7 j:!_f[,r} sin m;r dx = ./1; sin mzx dx

L
= (1 — cosmm)

mm
_ 0, m even;
| 2L/mmx, modd.
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1 Series de Fourier

A partir dos coeficientes a,, a, e b,, obtém-se

f[.r]:E-{—; sin — —I—ism - +§5111 - ...

L 2L ( ax 1 . 3ax 1 Smx )

2L i sinimmax/L)

T m

m=1.35....

L
>+

L 2L <~ sin(2n — Dirx/L
=5t E 2n — 1 ' (6)

Que representa a onda quadrada através de uma séries de Fourier.
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ries de Fourier

//—\<Sl
k \
! x
—n\ T
=+
~—
£) L+2L(, :r,r+'l,3:'r,r+'l,5:'r.r+ ) S
fx) = =4+ —[sin— + = sin — + —sin — + ... 7S5 s,
2 T L3 L 3 L k e
/f/ \._\\
(' r 2
_ E N E Z sin(mmx/L) [~ e N\
2 = m \ P T x
m=1.35... = h— T
\ i\i sin 3x
. 3
L . 2L i sin(2n — Dax/L ~ — |~ "
2 1= 2n—1 '
5, g
AT G
k ’ T B —
."lf \\
LIRS 277 /"":
~_ ~_ ! x
- i\u _ T
el Sx
= ~~7 |~
Fig. 261. First three partial sums of the corresponding Fourier series

A representacao em série melhora aumentando o numero de termos no somatario.
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Séeries de Fourier
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Observe que nos pontos de descontinuidade (x = 0 +nL) a série de Fourier sempre resulta
em L/2 (valor médio), que difere de f(x).

Essa figura também sugere que as somas parciais da série de Fourier convergem nas
regides onde f(x) é continua com o aumento de termos na série.

Nas regides proximas aos pontos de descontinuidade (x = 0 ou x= nL) observa-se que a
convergéncia nao € suave e que a funcao tende a dar saltos, como se tivessem dificuldade
para se ajustar a mudanca brusca que ocorre neste ponto.

Tal fendbmeno €& conhecido como fendmeno de Gibbs.

FIGURE 10.3.3 The partial sum sg(x) in the Fourier series, Eq. (6), for the square wave
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https://www.youtube.com/watch?v=cUD1gMAI6W4
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Fungdes pares e impares: caracterizadas pela simetria em relagdo ao eixo y.

/Fungéo par

f(-x) = f(x)

.

Exemplos:

1, cos(nx), x| e x2"

~

/”Fungao impar

f(-x) = - f(x)

N

\_

Exemplos:

X, X3, sen(nx) e x2n*1

* Toda funcao impar

contém o valor zero (0)

%
N

/
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A maior parte das fung




1 Séries de Fourier

Propriedades elementares

1. A soma (ou diferenca ) e o produto (ou quociente) de duas funcoes pares € par.

2. A soma (ou diferenca) de duas funcdes impares € impar; o produto (ou quociente)
de duas funcbes impares € par.

3. A soma (ou diferenca) de uma funcao par e uma funcao impar nao € par nem
impar é impar; o produto (ou quociente) delas € impar.

i . L L
4. Se fé uma funcao par f Fx)dy = 2f f(x)dx.
—IL il

5. Se f é uma funcao impar f'f{_x)d_uu. F
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1 Séries de Fourier

As formulas de Euler-Fourier

Assim se a série de Fourier

f(x)_?o

< N7z X . NzX
> | a, cos—=+b,sin—
( L L j

n=1

9)

converge para f(x), seus coeficientes serao:

/ 1 I
an = T f_ ;.f (x) cos

b, = — f f(x)sin

NITX _
—dr n=0,1.2,....

nmwx

—rh n=1,2.3.....

(13)

(14)
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Séeries de Fourier
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Séries em cossenos

Se f(x) for uma funcao par, seccionalmente continua com periodo T = 2L, as
propriedades 1 e 3 transformam os coeficientes das eq (13) e (14) em

4 ) )
2 nmx
c:ﬂ_E ) f(x}cesTa‘x. n=0,12,...;
b, =0, n=12....
\ /
Logo, a série de Fourier para este tipo de fungao € expresso por
g a = nITX
0
fx)=—+ Zﬂ” COS -
n=1
\ /

Portanto, a série de Fourier para qualquer funcao par €& formada, apenas, por
cossenos e o termo constante!
Isso ocorre pois f(x)cos(nnx/L) sera par e f(x)sen(nnx/L) sera impar.

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




1 Series de Fourier

Séries em senos

Se f (x) for uma funcao impar, seccionalmente continua com periodo T = 2L, as
propriedades 2 e 4 transformam os coeficientes das eq (13) e (14) em

C 4 =0, n=0,1.2...., A
2 [ nTx
b, = — X) sin dx, n=12,...,
=1 [ reosin® |
\ /
Logo, a série de Fourier para este tipo de fungao € expresso por
4 )
= NITX
f(x) = Z_]: by sin ——.
\ /

Portanto, a série de Fourier para qualquer funcdo impar € formada, apenas, por
senos!
Isso ocorre pois f(x)cos(nnx/L) sera impar e f(x)sen(nnx/L) sera par.
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Séeries de Fourier
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Representagao de fungdes definidas em um intervalo L por séries de Fourier

Mesmo funcdes que nao sao periodicas, definidas em um intervalo [0, L], podem ser
representadas por séries de Fourier com periodo T = 2L.

Isto € possivel estendendo f(x) como ilustrado nas figuras abaixo

: & f(x)

L

(0) The given function fix

s L Extensao par de f(x)

(a) fix) continuad as an even periodic function of peried 2L

}\_/ Extensao impar de f(x)

_IV“{ Lo *
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; Series de Fourier

Representagao de fungdes definidas em um intervalo L por séries de Fourier

Exemplo: Se f(x) = x definida em [0, L]

— L -
Extensao par
| | (cossenos)

(x) = x 2L L L 2L

5 y
L / Lr /
: : s ‘ Extensao impar
3L oL L L oL 3L =X
/ / (senos)
~— L
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1 Series de Fourier

Ex: Dada uma funcao nao periddica f(x) definida em O<x <L p

fix)
f(X) = ansin(”T” xj V

Para obter os coeficientes b,

b, = — f f(x) 5inth n=123,....

Devo empregar a extensao impar de f(x) pois sen € uma funcao impar. Assim

1 & Nz 2 s
b =— | f(x sen| — x |[dx=—1 f(x)sen| — X |dx
n Lj ( )ext_impar ( L j L_(‘)' ( ) ( L j
\ J

Y y / fylx) M l\_/
impar * impar = par | L x
i

f(x)

Este € o mesmo resultado obtido para um serie de senos! ext_impar 39
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Lista de exercicios

Lista 13 - até o exercicio 5.

40
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Etapas da solucao de equacoes

diferenciais parciais

41
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Etapas para solucao de EDPs
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Separacgao de variaveis

Primeiro passo: Emprega-se o método de separacdo de varidveis propondo uma
solucao que transforma a EDP com n variaveis independentes em n EDOs;

Segundo passo: Emprega-se as condicOes de contorno para obter os autovalores e
autofuncoes;

Terceiro passo: Usando séries infinitas e o principio da superposi¢cao combina-se as
autofuncdes para obter a solucado geral. Os coeficientes da série infinita sao obtidos
através das condicoes inicias ou das condicOes de contorno ainda ndo empregadas.

SECOND EDITON

TRANSFORM METHODS
FOR SOLVING PARTIAL
DIFFERENTIAL
EQUATIONS

42
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Equacao da onda

Equacao da onda

Solucao pelo método se separacao de variaveis aplicado ao movimento de uma corda
elastica, como uma corda de guitarra, um arame ou um fio de uma rede elétrica.

Neste caso a solucao é a funcao u (t, x), onde u € a posicao vertical da corda ao longo
do seu comprimento.

Principais Simplificacoes:

I I N~ — x |* Sem resisténcia ao
movimento;
w(x, t) )
x=0 x=1L ¢ Sem amortecimento;

Balanco de forcas

2 2 2 2 2
8_u:_|_v2u —> 8—U:TVZU E>Z—u=azvzuf>au:aza_um

ot? ot p t? | ot? x>
p = densidade linear [kg / m] ° = —
T =tensao [N] Jo,
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4 Equacao da onda

Solugao equacao da onda 1D

A distancia u da onda em relacao ao ponto de repouso para cada posicao x e instante
de tempo t é expressa por:

T zn
0 y = |——
u(x,t)=>"| B,cos(y,t)+B,sen(y,t) Jsen (ansz pL
- f=tn rn
27 \poaL

Onde os coeficientes sdo obtidos por

2 " N
B =—| f(x)sen| — x [dx
=] t0gsen| T

0

2 Nz
B = —J‘g(x)sen (— x)dx
anr v, L
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Equacao da onda

v —«‘
K=
Heessens

Exemplo Equacao da onda

1) l.l I NN TEEET TR

A2 110Hz

2) mm%uﬂ: .
3) =

ll L 1 IR IRILIIRIIINIi
Al 2=A=220Hz

4) lﬁ%‘nnum_mmu 1

- A,+7=E=165Hz

== :

5) .||||I_IJ||||I.LLLLLLLLLLLlh l
AJ3 = E° =330Hz

6) l%nnu.m.umm 1
A, +5=D=146,6Hz
7) Lo e, |
A,/ 4 2 A’ = 440Hz

=

8) . L1 1 I|_|_|IHIIII||“||||||_LLLla .I
A,/ 5 & C#"=550Hz
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4 Equacao da onda

Exemplo Equacao da onda 1D

Considere uma corda vibrando com comprimento L = 30 que satisfaz a equacao da
onda unidimensional.

Aty = Uy, 0<x <30, =0,

Assume-se que as extremidades sao fixas e que a corda inicia 0 movimento com
velocidade nula a partir da sua posic¢ao inicial.

I/J.D Ofxilﬂa

u(x,0) =f(x) = (30 — x)/20, 10 < x < 30.

Encontre o deslocamento da corda descrito por u(x,t) e descreva seu movimento ao
longo de um periodo.
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4 Equacao da onda

Exemplo Equacao da onda 1D

Comoa=2el =30, asolucao €

o0

. WX 2nmt
u(x,t) = Zc”&;lnﬁcus 30

n=1

Com coeficientes

2 (Y x . nax 2 (30—-x . nmx
Cp = — sin dx + — sin — dx.
30 Jo 1

10 30 30 Jig 20 30
9 | nm
f:n=”2n2 sm? n=12,....

Estas equacdes descrevem o movimento da corda u (i, x). Observe que o movimento
na corda € peridodico, com periodo T = 30, portanto basta analisa-lo no intervalo de
tempo 0 <t < 30.
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1=

0.8 t=0

0.4

0.2 t=7.5

I N I L1 1 |
2.4 6 8 _10-127T4 16 18 20 22 24 26 28

Ij/ I \\\ I %

i/
40 50 60

-0.2 —
04—
-0.6—
-0.8 —

-1

'negat\vefraveling '
positive traveling
15 ¢ total =0 ——— ]

-2 15 -1 -0.5 0 05 1 15 2
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Equacao da onda

Jb-

Exemplo Equacao da onda 1D

Esta mesma solugcao se aplica a
onda no oceano, ondas acusticas e
eletromagnéticas.
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Deslocamento [m]

0 -
Tempo [s] 0 Posicéo [m]
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Equacao da onda

Equacgao da onda 2D

Membrane

Fig. 301. Vibrating membrane

Aplicando a segunda
lei de Newton

Prof. Diogo Londero da Silva

12 E(HEH N HEH)
=c
at® ix EJ}-'E

Membrana retangular

| du ]

e'azu 9 {Jzu
.2 € 5 T

Membrana circular

roor
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Equacéao da onda 2D - Membrana retangular

i2u E(HEH N HEH)
— =

ar? x> EJ}-‘E
u = 0 on the boundary

u(x. v, 0) = f(x.y)

ue(x, y, 0) = g(x, y).
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Equacao da onda

Solucao: Série de Fourier dupla

@, ¥, 1) = D, D (B €08 At + By SIN Appet) sin MY sin %
m=1n=1 a
Onde
N
Im2  n?
A= Ay, = cw\;—z + —, Autovalores
a b

Coeficientes

b ~a
4 Mrx ny
B _ ) si : Y dx dv
mn _abf ffu y) sin p sm—b X dy
0“0
4 bre X Ny
* oY it BN T 1N
B = nbzlmﬂf J 2(x,y) sin g S dx dy

0 "0




Equacao da onda 2D - Membrana circular

Solucao: Série de Fourier - Bessel

a2 ar2 T oor u(r, 1) :E (Apg €08 Ayt + By, sin Ay,f)Jg (?r)
u(R,1) =0 for all £ = 0 =
u(r, 0) = f(r) Onde
us(r, 0) = g(r. o, Autovalores
k=km=—", A= Ay, = ckyy = cam/R
J Coeficientes

-R
'
N J 1 (r)io (fr) dr

|
\ /R x REJL{(ﬂm} 0

2
B, = R (a _[rg(r)J (—rj
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Equacao da onda

Equacao da onda 2D - Membrana circular

A solucao é obtida pela sobreposicao das autofuncbes, sendo que as
raizes de Bessel definem as linhas nodais (estaticas)

J ()

-10 5 / \\ 5 10
| | 4 o —
oL,

oy Oy Oy e Oy ‘;1\ Oy 5 Oy

Mede g (1s) with Moede Upg (25) with Meode Upg (3s) with
gy = 2.40483 gy = 5.52008 gz = 8.65373

-

-

———y———
A \
| ]
!
;7
/
_ -~

| L 1)

Mode 11 (2p) with Mode 19 (3p) with Mode 13 (4p) with
o = 3.83171 o = 7.01559 a3 = 10,1735

Mode a1 (3d) with Mode Ugg (4d) with Mode Uag (5d) with
Fig. 309. Normal modes of the circular membrane in the case of vibrations = 5.13562 Q= 8.41724 a3 = 11.6198

independent of the angle
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MODELING THE
EARTH FOR OIL
EXPLORATION

£
TR RS S R S e T T W
ol i = M ToTETT - ~n R ""'c.\_.

A equacao da onda pode é resolvida de “tras para frente” na busca de pocos
de petroleo.
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Doug Herbert
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Equacao do calor
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Equacao do calor

v e «‘
K=
feeet-

Equacao do calor

Solucao pelo meétodo se separacao de variaveis aplicado a conducao de calor
transiente em uma barra se secao reta uniforme feita de material homogéneo.
Neste caso a solucao € a funcao u (i, x), onde u é a temperatura da barra.

ﬁx' t) Material o’ (cm?/s)
, . N Silver 1.71
\-_ 4 ,{ Copper 1.14
- _ | _|_.__ Aluminum 0.86
' | x Cast iron 0.12
Granite 0.011

Brick 0.0038

Water 0.00144

r=10 x=1L

Balanco de energia

2
auZKVZU |:> ?:: KVZU |:>a—u:a2V2u|:> 8_u:a2@_u 1D

PS— 2
ot PS ot i ot OX
_ . 3 2 K
p = densidade [kg / m¥] o’ = —
s = calor especifico [J/kgK] S
k = condutividade térmica [W/mK] difusividade térmica [m? / s]
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Solugao equacao do calor 1D

A temperatura v em cada posicao x e instante de tempo #¢é dada por:

oo o0

2.2 2 2 . HITxX
ux,r) = E Cpllg (X, 1) = E cpe Tt B gin

n=1 n=1

Onde os coeficientes ¢, sdo expressos por

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Equacao do calor

Heeecess-

Exemplo Equacéao do calor

Encontre a temperatura u(x,t) em qualquer instante de tempo em uma barra de metal
isolada termicamente com 50 cm de comprimento. As extremidades da barra sao
mantidas a uma temperatura de 0 °C parat > 0 s. A temperatura inicial da barra é de
20°C.

A temperatura na barra satisfaz o problema de conducao de calor transiente
unidimensional, com L = 50 e f(x) = 20 para 0 < x < 50. Logo a solucao é:

o
I e D HiTX
222 2419 .

I!{I,f} — E :E.'“E’ nemeoe=t /2500 sin —— .

50

n=1

Com coeficientes

[SO/HJT, n odd;

0, n even.
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Equacao do calor

e
Heeecess-

Exemplo Equacéao do calor

Substituindo os coeficientes na solucao em série, obtém-se

80 —
[) = —
ux,r) = - E

n=1.3

HITX

50

R iy S .
neacact /2500 sin

zlr—'-

JI

Apesar da aparéncia complicada, esta série apresenta bons resultados com apenas

poucos termos, devido ao exponencial negativo, exceto para pequenos valores de t ou
2

o=,

Resultados qualitativos podem ser obtidos empregando o? = 1 cm?/s, que
corresponde a um metal com propriedades térmicas entre o cobre e o aluminio.
Os graficos obtidos sdo apresentados na sequéncia.

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Equacao do calor

Exemplo Equacéao do calor

100 200 300 400 500 t

=y

A temperatura da barra diminui devido a transferéncia de calor
apenas pelas extremidades.
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30
40

50

2500

T = —In(@80/m) =820s.

X
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Equacao do calor

e
Heeecess-

Condig¢des de contorno nao homogéneas ou ) o%u
_— _2
Nesta situagao as temperaturas nas extremidades nao sao nulas. ot . aX
u(0,1) =Ty, u(lL,t)y="1T>, t>0. | :

A solucéao é obtida reduzindo o problema a uma condicao com condi¢coes de contorno
homogéneas. Isto é feito combinando a solucao de regime permanente v(x) com a
distribuicao de temperaturas transiente da seguinte maneira.

u

u(x,r) =v(x) + wix,r). 60
50
Resultando em 40
00 30
X 2202 2 ., HNITX
w(x,t)y = (T, — Tl)z + T, + ;c,,e /L% gin N fz
2 L . 1T X Exemplo
Cp = E/ [f(r) — (1> — T1)£ — T]] sin ”Zk dx. P
(0
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Equacao de Laplace
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Equacao de Laplace

v —«‘
Wi
Heessens

Equacao de Laplace ou Equacao potencial

A equacao de Laplace ocorre em inumeras aplicacbes da engenharia em regime
permanente, como por exemplo:

1. Conducéo de calor;
2. Campos eletrostaticos;
3. Funcao potencial de uma particula no espaco sob acéo gravitacional,
4. Mecanica dos fluidos;
5. Elasticidade;
2 A%y A2 0%u
Viu= 5 +—5 +—. Retangular
X dy dz
0%u 1 du I 0% o 7o ) it
vzli — _E + e + _2 _2 . Clllndrlcas ig. 308.  Cylindrical coordinates 5-‘-’\ - Ty
or roor r=J4 00 {
i Spherical coordinates
T2 ] d 5 OU N 1 d in & du A I &u
BFE = 1" \F - sin - — . Ari
r2 | or or sing dd dch sin® ¢ 067 Esfericas

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




4 Equacao da onda

Solu¢ao equacao de Laplace 2D

A variavel u para cada posicao x e y € expressa por:

u(x,y)= icnsenh (%T xj sen (%T yj
n=1

Onde os coeficientes sdo obtidos por

2 b

C, = —J' f(y)sen (— yjdy
b
senh( " j 0
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4 Equacao de Laplace

Equacao de Laplace ou Equacao potencial

O problema para encontrar a solu¢cao da equacao de Laplace € classificado de acordo
com a forma das condi¢des de contorno:

Problema de Dirichlet: as condicoes de contorno sao fornecidas como valores da
funcao v na fronteira;

Ex: u(0,y)=0;u(a,y)=3

Problema de Neumann: as condi¢coes de contorno sado fornecidas como derivadas da
funcao v na fronteira;

Ex: u'(0,y) =0; u(a,y) = f(y)
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Lista de exercicios

v e «‘
Wi
feeesest

Lista 13.
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