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Introducao

1. A importancia em calculo surge da ideia de Newton para a representacao de

funcoes como somas de séries infinitas;

2. Para calcular areas, Newton frequentemente integrava uma funcao
expressando-a primeiro como a soma de uma sequéncia e entao integrando

cada termo.
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Introducao

3. Muitas das funcoes que surgem em fisica-matematica e quimica tais como as
funcoes de Bessel, sao definidas como somas de sequénicas; assim €

importante nos familiarizarmos com o0s conceitos basicos associados;

4. O conhecimento de sequéncias e séries tambéem util na analises de funcoes
complicadas, pois permite a sua representacao simplificada através dos

primeiros termos da seérie correspondente.
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Sequeéencias

(Stewart, J., Vol. 2)
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Sequéncias

Sequéncia Fibonacci

|:n = |:n-1 + I:n-2 l 3
0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, ... 21

- 2 vu
r r ‘ > |
Numero aureo ied 8
+ - a+b 5 |
-~ ¢ J\L_ -~ |
,.-—————-_____&
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[ ‘;’5
¢
Multiplicando ambos os lados por ¢, resulta:
¢+1=4¢°.
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Sequéncias
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Sequéncias
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Triangulo aureo
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1 Sequéncias

Pode-se pensar numa sequéncia como uma lista de
numeros escritos em uma ordem definida:

a,, @y, 83,84, ...,8,, ...

O numero a, € chamado primeiro termo, a, € o segundo
termo, e, em geral, a, € o n-esimo termo. Trataremos
exclusivamente de sequéncias infinitas, de modo que cada
termo a, tera um sucessor a,, ;.

Observe que, para cada inteiro positivo n existe um
numero correspondente a, e, dessa forma, uma sequéncia
pode ser definida como uma funcao cujo dominio é o
conjunto dos inteiros positivos.
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1 Sequéncias

Mas, geralmente, escrevemos a, em vez da notacao de
funcao f(n) para o valor da fungao no numero n.

Notacao A sequéncia {a,, a,, as, . . .} € também indicada
por

{an} ou {aﬂ } :f= |

11
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1 Sequéncias

Exemplo

Algumas sequéncias podem ser definidas dando uma
formula para o n-ésimo termo. Nos exemplos seguintes,
damos trés descricdes da sequéncia: uma usando a
notacdo anterior, outra empregando a féormula da definicao
e uma terceira escrevendo os termos da sequéncia.
Observe que nao € necessario comecgar em 1.

n i . n 1 2 3 4 n
(a) dp = O — =, == ...,
n+1]) _ n 2 3 45 n+ 1

{h) {(_l}”{” + 1)}{1” _ [—|)”(J? + ]] {_2111 _ii‘ [_I)H{H + ])‘}
379 ~

3” 3”
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Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Exemplo

(c) {\r’” -3 },T—a

nw |
(d) {cos —}
6 n=0

13
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Sequéncias

Uma sequéncia como aquela no Exemplo 1(a), a,, = n/(n +
1), pode ser visualizada marcando seus termos na reta
real, como na Figura 1, ou tragando seu grafico, como na

Figura 2.

| dy
”| > ”_;P'

,,,,,
™ # o -
.

b =
=

Figura 1

1234567

=Y

Figura 2
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1 Sequéncias

Observe que, como uma sequéncia € uma fungao cujo
dominio é o conjunto de inteiros positivos, seu grafico
consiste em pontos isolados com coordenadas

(1.a;) (2,8) @G,a) ... (na)

A partir da Figura 1 ou 2 parece que os termos da
sequéncia a, = n/(n + 1) estao se aproximando de 1
quando n se torna grande. De fato, a diferenca

n |

n + 1 n+ 1

pode ficar tdo pequena quanto se desejar, tornando n

suficientemente grande.
15
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1 Sequéncias

Indicamos 1Sso escrevendo

n

—

- Iim

n—«s 1

Em geral, a notacao

lima, =L

f1— oo

significa que os termos da sequéncia {a,} aproximam-se de
L quando n torna-se grande.

16
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Sequéncias

Observe que a seqguinte definicao do limite de uma
sequéncia € muito parecida com a definigao do limite de
uma funcao no infinito.

1| Definicao Uma sequéncia {a,| tem limite L e escrevemos

lima, = L ou a,— L quando n — =

n—®

se pudermos tornar os termos a, tao proximos de L quanto quisermos ao fazer n sufi-
cientemente grande. Se lim,, .= a, existir, dizemos que a sequéncia converge (ou € con-
vergente ). Caso contririo, dizemos que a sequencia diverge (ou € divergente).

17
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: NEEQEES

A Figura 3 ilustra a Definicao 1 mostrando os graficos de
duas sequéncias que tem limite L.

{4’““ LU

Figura 3
Graficos de duas sequéncias com lim a,= L
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Sequéncias

Uma versao mais precisa da Definicdo 1 € a seguinte.

2 | Definicao Uma sequéncia {a.} tem limite Le escrevemos

Ima. =L ou an—>L as n— @

n— o

se, para cada £ > 0 existir um inteiro correspondente N tal que

se n>N  entio |a,—L|<e

19
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Sequéncias

Outra ilustracdo da Definigao 2 € dada na Figura 5.

Os pontos no grafico de {a,} devem estar entre as linhas
horizontaisy=L+cey=L—-¢&sen>N. Esse quadro deve
ser valido independentemente do quao pequeno ¢ é
escolhido, mas geralmente um &€ menor exige um N maior.

YA

=Y

-
I3
e
I

-

Figura 5
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Sequéncias

A unica diferenca entre |lim,_,a,=Lelim, ,of(x)=Lé&
que n precisa ser inteiro. Entao, temos o seguinte
teorema, que é ilustrado pela Figura 6.

3| Teorema Se lim, .. f(x) =L e f(n) =a, quando n € um inteiro, entio

lim, ..a, = L.

Y4 y= f(x)

Wil e 3

Figura 6
21
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Sequéncias

Em particular, como sabemos que lim, _, o (1/x7) =0

quando r > 0, temos

1
4 lim — = 0 Se r>0

Py > O }‘!

Se a, aumentar quando n aumentar, usaremos a notacao
I|mn_> - a,= 2. Considere a definicao

5 | Definicao lim, .- a, = % significa que para cada namero positivo M existe um in-

teiro N tal que

se n=N entao a, = M

Selim, . a,=2¢, entdo a sequéncia {a,} € divergente, mas

de maneira especial. Dizemos que {a,} diverge para cc.
22
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Sequéncias

As Propriedades do Limite, também valem para os limites
de sequéncias, e suas demonstracdes sao similares.

Propriedades do Limite para Sequéncias

Se {a.} e {b. } forem sequéncias convergentes e ¢ for uma constante, entéo
lim (@« + b.) = lim a. + lim b,
lim (@x — b.) = lim a. — lim b,
lim ca. = ¢ lim aa lime=c¢
lim (a.b.) = lim a, * lim b,
Py lim a,

lim <% = 2=%— e fim b, # 0

e by limbe o ae
lim af = llim a.]p se p>0ea,>0
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Sequéncias

O Teorema do Confronto também pode ser adaptado para
sequéncias como a seguir (veja a Figura 7).

Teorema do Confronto para Sequéncias

Sea,=b =c,paran =npe lima, = lim ¢, = L. entio lim b, = L.
i " i 0 il i i}
n— X R— X H—s 0o
A
...,f f61
b, § @ e
‘a,
0 n
Figura 7

A sequéncia {b,} fica presa entre as sequéncias {a,} e {c,}
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1 Sequéncias

Outro fato util sobre limites de sequéncias € dado pelo
seguinte teorema.

6| Teorema Se lim |a, | = 0, entdo lim a, = 0.

—m == 0

O seguinte teorema diz que se aplicarmos uma funcao
continua aos termos de uma sequéncia convergente, o
resultado também sera convergente.

7| Teorema Se lim a, = L e se a fungfio f for continua em L, entdo

== 00

lim f(a.) = £(L)

25
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31 Sequéncias

Exemplo
Para quais valores de r a sequéncia {r"} &€ convergente?
SOLUCAO: Sabemos que lim, , .a*= paraa>1e

lim, ,..a=0para0<a<1.Logo, colocandoa=re
usando o Teorema 3, temos

I _ © se r>1
el T 0 se 0D<cr<l
r=1
E ébViO que 0 i 0<r< ;} | | :r
lim 1" = 1 e lim 0" = 0

—>0 J1— oo

26
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Sequéncias

Exemplo

Se-1<r<0,entdo 0 <|r| <1 entéo

lim || =1lim|[r|"=0  Teorema6

H—soC H—soC

e, portanto, lim, , - " =0 pelo Teorema 6. Se r< -1,
entao {r"} diverge.

27
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Sequéncias

Exemplo
A Figura 11 mostra os graficos para varios valores de r. (O

caso r = -1 &€ mostrado na Figura 8.)

{l” A

Figura 8

a, A

Figura 11

A sequéncia a, =" ‘
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Sequéncias

Os resultados do Exemplo 11 estao resumidos a seguir
para uso futuro.

9| A sequéncia {r"}é convergente se —1 << r = | e divergente para todos os outros

valores de r.

lim r" =

Fp— 00

0 se —1<r<1
1 ser=1

29
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Sequéncias

10| Definicio Uma sequéncia {a, | é chamada crescente se a, << @,+, paratodon = 1,

-

1SS0 €, a1 < a» < az < -+ * - . E chamado decrescente se a, > a,+ para todon = 1.
Uma sequéncia € monotona se for crescente ou decrescente.

11| Definicdo Uma sequéncia {a, | ¢ limitada superiormente se existir um nimero M
tal que

an =M paratodon = 1
Ela € limitada inferiormente se existir um numero m tal que

m=a, para todon = 1

Se ela for limitada superior ¢ inferiormente, entio {a, } € uma sequéncia limitada.

Por exemplo, a sequéncia a, = n € limitada inferiormente
(a, > 0) mas nao superiormente. A sequéncia a, = n/(n + 1)

é limitada porque 0 < a, < 1 para todo n.
30
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1 Sequéncias

Sabemos que nem toda sequéncia limitada é convergente
[por exemplo, a sequéncia a, = (—1)" satisfaz -1 <a, <1,
mas € divergente], e que nem toda sequéncia monétona é
convergente (a, = n — oo ). Mas se uma sequéncia for
limitada e monoétona, entédo ela deve ser convergente.

31
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1 Sequéncias

Este fato € provado no Teorema 12, mas intuitivamente
vocé pode entender porque é verdade, olhando para
Figura 12. Se {a,} esta aumentando e a, < M para todo n,
entao os termos sao forcados se aglomerar e se aproximar
de um numero L.

dy k

M

0 firq n

Figura 12
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1 Sequéncias

A demonstracao do Teorema 12 é baseada no Axioma de
Completude para o conjunto R dos niimeros reais, que diz
que, se S € um conjunto ndo vazio de numeros reais que
tem um limitante superior M (x < M para todo x em S),
entao S tem um limitante superior minimo b. (Isto
significa que b € um limite superior para S, mas se M é
qualquer outro limitante superior, entdo b < M.) O Axioma
de Completude € uma expresséao do fato de que ndo ha
salto ou furo na reta do numero real.

12| Teorema da Sequéncia Monotona Toda sequéncia monétona limitada € convergente

33
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Lista de exercicios

Lista 6

34
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