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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES 

COM COEFICIENTES VARIÁVEIS
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Iremos focar nossa atenção em EDOs lineares, mas que apresentam

coeficientes variáveis que não podem ser resolvidas pelos métodos

vistos até o momento.
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Obtenção de c0 e c1 a partir das C.I.s

Como assumimos uma solução do tipo

Podemos obter as constantes c0 e c1 avaliando y e y’ em x=0, assim:

c0 = y(0) =y0 e c1 = y’(0) = y’0

Obs: Em problemas de mais alta ordem, empregamos o mesmo raciocínio.
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Observe que

Portanto, as únicas duas constantes necessárias são

obtidas através da condições iniciais.

Neste exemplo, obtemos



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

Soluções em séries

17

Uma solução em série fornece apenas uma aproximação local

(neste caso a=0).

Quanto mais afastado de a, mais termos são necessários.
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TEOREMA: Raio de convergência de uma solução em série.

Se x0 é um ponto ordinário (analítico) de uma equação diferencial

y” + P(x)y’ +Q(x)y = 0

então, as séries infinitas na solução geral da equação diferencial tem raio de

convergência que é, no mínimo, tão grande quanto o menor dos raios de

convergência das funções P(x) e Q(x).

Portanto, a solução em séries converge onde P(x) e Q(x) forem analíticas.
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n =1
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n = 1, 2, 3, ...

n = 1, 2, 3, ...
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Equação de Legendre

Equação de Bessel
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As duas equações

Ocorrem frequentemente em estudos avançados de matemática aplicada, física

e engenharia. Elas são chamadas de equação de Bessel e equação de

Legendre, respectivamente.

Estas duas equações podem ser resolvidas com o emprego de séries de

potências.

2 2 2'' ' ( ) 0x y xy x y   

 21 '' 2 ' ( 1) 0x y xy n n y     Legendre

Bessel
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A equação de Legendre

é uma das mais importantes da física, e surge em muitos problemas que

apresentam geometria esférica.

A variável n é uma constante, que depende do problema físico ou de

engenharia em questão.

Toda solução desta equação é denominada de função de Legendre.

 21 '' 2 ' ( 1) 0x y xy n n y    1
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Dividindo a equação 1 por (1-x2) e empregando k=n(n+1) obtêm-se

Substituindo

E suas derivadas em 1 obtêm-se

Escrevendo a primeira expressão como duas séries

   2 2

2 ( 1)
'' ' 0

1 1

x n n
y y y

x x


  

 

2
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Para obter um termo comum xs em todas as séries, emprega-se a substituição

m-2=s, resultando em:

Para que a igualdade seja atendida, todos os coeficientes das séries devem ser

nulos.

O termo x0, que aparece apenas no primeiro e último somatório, da origem a:

O termo x1, que aprece no primeiro, terceiro e quarto somatório, da origem a:
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O termos de mais alta ordem, x2, x3, ... dos demais somatórios, originam:

Resolvendo 3a para a2, 3b para a3 e 3c para as+2 obtêm-se:

Que é chamada de fórmula de recorrência. Assim
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Substituindo estas expressões dos coeficientes em 2, obtêm-se:

Estas duas soluções em séries convergem em |x|<1.

Onde
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Soluções em polinômios. Polinômios de Legendre Pn(x).

A redução da solução em série para uma solução em polinômios é muito

vantajosa pois permite a solução para qualquer x.

Na equação de Legendre isto ocorre quando n é um inteiro positivo, pois o lado

direito da equação 4 se torna nulo para s=n.

Portanto, se n for par y1(x) se reduz a um polinômio de grau n. Se n for ímpar o

mesmo ocorre para y2(x). Nos dois casos, as outras duas soluções são séries

infinitas que podem ser escritas como polinômios multiplicados por ln[(1+x)/(1-

x)]

Estes polinômios multiplicados por algum constante são denominados de

polinômios de Legendre e denotados por Pn(x).
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Função de Legendre para n=0

Quando n=0, a equação 6 resulta em y1(x)=1, e a equação 7 resulta em

Assim, a solução é

    3 5
3 5

2

3 1 2 42 1 1
( ) ... ... ln

3! 5! 3 5 2 1

x x x
y x x x x x

x

    
        



0 1

1 1
( ) ln

2 1

x
y x a a

x

 
   

 

Exemplo



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

Equação de Legendre

40

A escolha do valor das constantes é realizada da seguinte forma:

O coeficiente da an da maior potencia xn é definido como

Onde an=1 se n=0. A partir da equação 4 obtêm-se
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A partir de 9 com s=n-2 e 8 obtêm-se:

Que pode ser simplificada a
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De forma similar

E, quando n-2m ≥ 0

Observe que n é o grau do polinômio e m é o índice do somatório.
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A solução obtida para a equação diferencial de Legendre (1) é conhecida como

Polinômio de Legendre de grau n, sendo denotada por Pn(x).

Onde M = n/2 (quando n for par) ou (n-1)/2 (se n for ímpar), seja qual deles for

um inteiro.
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Os primeiros polinômios de Legendre são

São ortogonais
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Lembre-se que P0(x), P1(x), P2(x), ... São soluções particulares para as

equações diferenciais

n=0, (1-x2)y” – 2xy’ = 0

n=1, (1-x2)y” – 2xy’ +2y= 0

n=2, (1-x2)y” – 2xy’ +6y= 0

 21 '' 2 ' ( 1) 0x y xy n n y    
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A equação de Bessel, na qual  é um número real positivo surge em problemas de

vibrações, campos elétricos, condução de calor, escoamento de fluidos, etc. Na

maioria dos casos envolvendo geometrias que apresentam simetria cilíndrica.

De acordo com a teoria de Frobenius, esta equação apresenta solução da forma.

Substituindo 2 e suas derivadas em 1 obtêm-se

2 2 2'' ' ( ) 0x y xy x y   1



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

Equação de Bessel

47

Ajustando os somatórios e igualando a soma dos coeficientes de xs+r a zero.

Verifique que as potências de xs+r correspondem a m=s na primeira, segunda e

quarta série e a m=s-2 na terceira série. Portanto, para s=0 e s=1 a terceira série

não apresenta termos se m ≥ 0. Para s= 2, 3, ... Todas as séries apresentam

termos, permitindo a obtenção de

A partir de 3a obtêm-se a equação indicial para r.

Cujas raízes são r1= e r2= -. Cada uma destas raízes gera uma solução em série.
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Coeficientes recursivos para r=r1=

Para r=  3b ser reduz a (2 +1)a1=0. Portanto, a1=0 pois ≥0.

Substituindo r=  em 3c obtêm-se.

Como a1=0 e ≥0, 5 leva a a3=a5=a7=...=0. De forma que restem apenas os

coeficientes as com índice pares s=2m. Assim a equação 5 torna-se:
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Coeficientes recursivos para r=r1=

Através de 6 determina-se a2, a4, ..., sucessivamente
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Coeficientes recursivos para r = r1 = 

É uma prática padrão escolher para a0 um valor específico, a saber

Onde  é a função Gamma* expressa por

Desta forma é possível reescrever 7 como

* A função Gamma é tabelada ou pode ser calculada em SCAs.

 
0

1

2 1
a

 


 

Função Gamma

   

 1 !n n  

Se n for inteiro
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Coeficientes recursivos para r= r1 = 

Assim, obtêm-se uma das soluções para equação de Bessel, que é expressa por

Coeficientes recursivos para r= r2 = -

Empregando o expoente r2 = -, obtemos , exatamente da mesma maneira

8

9
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J1/2(x)
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Agora, devemos ter cuidado ao escrever a solução geral para 1. Quando  =0, é

óbvio que (8) e (9) são iguais. E também pode ser demonstrado através da teoria

de Frobenius que existirão duas soluções linearmente independentes sempre que 

não for um número inteiro.

Assim, a solução geral para (1) em (0,) é:

  inteiro     1 2v vy x c J x c J x 
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Funções de Bessel de segunda espécie

Quando  for um inteiro ou qualquer outro número positivo, a solução geral para 1

em (0, ∞) pode ser escrita como

Onde Y(x) é algumas vezes chamada de função de Neumann ou função de

Bessel de segunda ordem, sendo expressa por

10

9 
     

 

cos vJ x J x
Y x

sen











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Perfil de temperaturas em aletas
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2 2 2 2'' ' (a ) 0x y xy x y   

? 
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1 0I I 

1 0K K 
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