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Solucdes em Séries

EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES
COM COEFICIENTES VARIAVEIS
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Solucoes em series

Muitas equacdes diferenciais ndo podem ser resolvidas
explicitamente em termos de combinacdes finitas de
fungcbes usuais simples. Isso € verdade mesmo para uma
equacao com aparéncia bem simples, como

1 y'=2xy'+y=0

-0.5

-1

-1.5

Todavia, é importante poder resolver equagdes como a
que foi dada acima, pois elas surgem de problemas fisicos,
especialmente em conexao com a equacao de Schrodinger
na mecanica quantica.

Iremos focar nossa atencao em EDOs lineares, mas que apresentam
coeficientes variaveis que nao podem ser resolvidas pelos métodos
vistos até o momento.
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Solucoes em series

Em tais casos, vamos usar o método das séries de
poténcia, isto &, procuraremos por uma solucao da forma

y:f(x)zz Can=CU+C1X+CZX2+03X3+"'

=)

O método é substituir essa expressao na equacao A
diferencial e determinar os valores dos coeficientes

Co, C4, Cy, . . . . ESSa técnica assemelha-se ao meétodo dos
Coeficientes Indeterminados. y
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Solucoes em series

Antes de usar as séries de poténcias para resolver a
Equacao 1, ilustraremos o0 método com uma equacao mais
simples, y” + y =0, no Exemplo 1. Contudo, € mais facil
entender o método das séries de poténcias quando ele €
aplicado a essa equacao mais simples.
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Use séries de poténcias para resolver a equagao
y"+y=0. y(0)=0 y'(0)=1

SOLUCAO: Vamos supor que haja uma solugéo da forma

- Y=Co+ Ci X+ CoXP+Cy )3+ =2 X’

n=0

Podemos derivar a série de poténcias termo a termo.
Assim

Yy =ci+2C,x+3C3x2+ = Y nc,x"~"
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Solucoes em series

!mplo 1 — Solugéo

o0

3 y'=2c,+2+3Cx+ =Y n(n—1)c,x"2

n=2

continuacao

ielouapIAS wa anbiy

uX anb eied sepejsnle J1as waAsap x ap seouglod sy

A fim de compararmos as expressoes de y e y” mais
facilmente, reescrevemos y” como segue:

z Y =3 (n+2)(n+1)c, , X"

n=Il

Substituindo as expressdes nas Equacdes 2 e 4 na
equacao diferencial, obtemos

E n+?2 n+1c+x”+icx”:0
(n+2)(n+1)c,,, .

n=l) n=(
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Solucoes em series

"Exemplo 1 — Solugéo

continuacao

ou

20

E 2 [(n+2)(n+1)c,,,+cylx"=0

n=l)

Se duas séries de poténcias sao iguais, entao os
coeficientes correspondentes devem ser iguais. Portanto,
os coeficientes de x” na Equacdo 5 devem ser O:

(n+2)(n+ 1)y, ,+ 6,= 0

Chn

6 YT Ty w2y n=0123, ...
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Solucoes em series

!mplo 1 — Solugéo

continuacgao

A Equacao 6 é chamada relagéo de recorréncia. Se c,e c;
forem conhecidos, essa equacao nos permite determinar
os coeficientes restantes recursivamente, usando

n=0,1,2, 3,...emsucessao.
- Co
Usando n = 0: Cj__l-z
Cl
Usando n = 1;: Cy = —
23
C C C
Usando n = 2: Cr = ——— = 0 _ Lo

10
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Usando n = 3:

Usando n = 4:

Usando n=5:
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continuacio
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Solucoes em series

Emplo 1 — Solugéo

Agora, ja percebemos o seguinte padrao:

continuagao

Co
(2n)!

Para os coeficientes pares, ¢,, = (-1)"

C|

(2n + 1)!

Para os coeficientes impares, ¢,,,4 = (—1)

Colocando esses valores na Equacéao 2, escrevemos a
solugcao como

12
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!mplo 1 — Solugéao

2 - .6 2n
X X X X
— ('1'{}( l —_— — + — —I— - ® W —|— ( — l )'” —|— L T )

continuacgao

21 41 6l (2n)!
+{'(.1r—i+‘)Ej —i+~*+(—1)” L. +)
3150 7 2n + 1)1
oo }l_f.r: o0 2n+1
- 2 U g to Ey R S

Observe que ha duas constantes arbitrarias, ¢, e c;.

13
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Solucoes em series

OBSERVACAO 1 Reconhecemos as séries obtidas no
Exemplo 1 como as séries de Maclaurin para cos x e sen
x. Portanto, podemos escrever a solugao como

y(X) = c,Cco0s x + ¢,sen X

Entretanto, em geral ndo somos capazes de expressar
solugcoes das equacdes diferenciais em seéries de poténcias
em termos de fungdes conhecidas.

14
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Solucoes em series

Obtencao de c, e c, a partirdas C.l.s

Como assumimos uma solucao do tipo

y=f(x)=2 c,x"=cytcix+tc, x> +cyx3+

=)

Podemos obter as constantes c, e c; avaliandoy ey’ em x=0, assim:
CG=y0)=y, e ¢ =y(0)=yy

Obs: Em problemas de mais alta ordem, empregamos 0 mesmo raciocinio.

15
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Solucoes em series

Observe que

o = y(0) ¢, =y'(0)

Portanto, as unicas duas constantes necessarias sao
obtidas através da condicoes iniciais.

Neste exemplo, obtemos

I
o
by
I
w"ﬁ
S
S
I
—

o = y(0)

16

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




n=5 n=9 n=13 n=17 n=21

2_..
»2l n=4 n=8 n=12 n=16 n=20
1_.
| 1L f/ 1\ I\ | .
2 U 8 {1 \
L » INL 1/ S A 1 A N Y
2 4 6 & o #
L . \/
n=3 n=¢7 n=>N"np=15 =19 : Yig S

FIGURE 5.2.2 Polynomial approximations to sinx. The value of n is the degree of the

approximating polynomial.
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—2

n=2 =6 n=1"n=I14 =18

FIGURE 5.2.1 Polynomial approximations to cosx. The value of n is the
approximating polynomial.

Uma solucao em série fornece apenas uma aproximacao local
(neste caso a=0).
Quanto mais afastado de a, mais termos sao necessarios.

17
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Solucoes em series

TEOREMA: Raio de convergéncia de uma solucdo em série.

Se x, € um ponto ordinario (analitico) de uma equacao diferencial
y" + P(x)y’ +Q(x)y =0
entao, as seéries infinitas na solucao geral da equacao diferencial tem raio de

convergéncia que €, no minimo, tdo grande quanto o menor dos raios de
convergéncia das funcoes P(x) e Q(x).

Portanto, a solucao em séries converge onde P(x) e Q(x) forem analiticas.

18
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Resolva y”" —2xy' + y = 0.

SOLUCAO: Vamos supor que haja uma solugéao da forma
y= 2 cxX"

~ n=(
Entao

yr — i ncnxn—1

n=1

como no Exemplo 1.

19
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Solucoes em series

!mplo 2 — Solugéo

Substituindo na equacao diferencial, obtemos

continuacgao

20

Y (n+2)(n+1)c,, x"—2x > ncx"~1+ E c.x"=0

n=0 n=1 n=(

<0

> (n+2)(n+1)c,,.x"— > 2nc X"+ Y, ¢ x"=0

n=( n=1 n=0
—1
| -2

i [(n+2)(n+1)c,,,—(2n—1)c,]x" =0
n=1

Usando n = 0:; Cr = Co

20
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Solucoes em series

®EXemplo 2 — Solugéo

Essa equacao estara satisfeita se o coeficiente de x" for O:

continuagéao

(n+2)n+1)c,,,—(2n-1)c,=0

B 2n — 1
7 Cn+2 (” I l)(” +2) Cn n=1,2,3, ..

Resolvemos essa relacao de recursao usando
n=1,2,3,.. sucessivamente na Equacao 7:

21
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continuacao

2.3
U d = 2: S ) SR I
sSando n = Z. Cy4 3.4& 1.2.3.4(.{1 4I(n
5 1 -5 l1-5
Usando n = 3: s = 5 € =7 3 4.5 C 51 C
737 3-7
Usando n = 4: C6 = o e T g0 T T g

22
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continuacgao

Usando = 5- 9  1:5-9  1-5-9
sandom=o. o= T " Si6-7 T
Usand 6 11 3-7-11

= 0: = Co = — &
Sanao n : C3 7.8 2 0

o 13 1-5-9-13
Usando n = 7: € =g 9= o1 Ci

23
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Solucoes em series

mplo 2 — Solugéao

continuacao
Em geral, os coeficientes pares sdo dados por

3.7l (dn—5)
Cop — — (2”)! Co

e os coeficientes impares sdo dados por

159« ---+(4n — 3)
(2n + 1)!

Con+1 = |

A solugao é

24
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“EXxemplo 2 — Solucédo

continuagao

| R 3 37 3-7-11
=('u(| — —x? = —x* - x° — x”—'”)

2! 4! 6! 8!

159 (dn—3) ,
+ . 5 _|_ 'r_H+
L'(r ,Z] (2n + 1)! )

25
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Solucoes em series

OBSERVAGAO 2 No Exemplo 2, supusemos que a equacgao
diferencial tivesse uma solugao em serie. Mas agora
podemos verificar diretamente que a funcao dada pela
Equacao 8 é de fato uma solucao.

OBSERVAGCAO 3 Ao contrario da situacao do Exemplo 1, as
séries de poténcias que surgem na solucao do Exemplo 2
nao definem fungdes elementares.

26
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sdo perfeitamente boas, entretanto ndo podem ser
expressas em termos de funcdes familiares. Podemos usar
essas expressoes em serie de poténcia de y, e y, para
calcular os valores aproximados das funcdes e até mesmo
seus graficos.

27
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Solucoes em series

A Figura 1 mostra as primeiras somas parciais
Ty, Ty, Ty, . . . (polinbmios de Taylor) para y,(x), € vemos
como eles convergem para y;.

(§S]
=

lln

—8
Figura 1

28
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Solucoes em series

Dessa maneira, podemos fazer ambos os graficos de y, e
¥, na Figura 2.

15

Figura 2

OBSERVAGAO 4 Se nos pedirem para resolver o problema
de valor inicial

y'=2xy'+y=0  y(0)=0  y'(0)=1
EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais
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Isso simplificaria os calculos no Exemplo 2, uma vez que
todos os coeficientes pares seriam 0. A solugcao para o
problema de valor inicial é

5159« ---+-(4n —3)
"(x) = x +
y() = x ,2. (2n + 1)!

2+

30
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Equacao de Legendre

Equacao de Bessel

31

Prof. Diogo Londero da Silva




Solucoes em series

As duas equacoes
2 n 1 2 2
XY+ xy'+(x*—v7)y=0 Bessel @

(1-x*)y"=2xy'+n(n+1)y =0  Legendre

Ocorrem frequentemente em estudos avancados de matematica aplicada, fisica
e engenharia. Elas sao chamadas de equacao de Bessel e equacao de
Legendre, respectivamente.

Estas duas equacOes podem ser resolvidas com o emprego de séries de
poténcias.

32
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Equacao de Legendre

A equacao de Legendre

1 (1-x*)y"=2xy*+n(n+1)y =0

€ uma das mais importantes da fisica, e surge em muitos problemas que
apresentam geometria esférica.

A variavel n é uma constante, que depende do problema fisico ou de
engenharia em questao.

Toda solucao desta equacao € denominada de funcao de Legendre.

33
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Equacao de Legendre

Dividindo a equacao 1 por ( 7-x) e empregando A=n(n+1) obtém-se

. 2X +n(n+1)
T ) ey

=0

Substituindo

Z oy x" 2

=

E suas derivadas em 1 obtém-se

(1 —=x% > mm — Dayx™ 2 = 2x D map, x™ ™'+ kD apx™ = 0.

m=1 m=>0

Escrevendo a primeira expressao como duas séries

a0

s a]
E m(m — Dayx™ 2 — 2 m(m — Daypx” 2 2ma,x" + E ka,x™ =

m=2 m=2 m=1 =0
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Equacao de Legendre

Para obter um termo comum x® em todas as séries, emprega-se a substituicao
m-2=s, resultando em:

o0 = u} o0

2 (s + 2)(s + Dagiox® — E s(s — Dagx® — 2 2sasx® + E kasx® = .
s=0 g§=2 s=1 s=0

Para que a igualdade seja atendida, todos os coeficientes das séries devem ser
nulos.
O termo x9, que aparece apenas no primeiro e ultimo somatério, da origem a:

(3a) 2 - las + n(n + ag = 0.

O termo x', que aprece no primeiro, terceiro e quarto somatorio, da origem a:

(3b) 3-2aq +[—2 + nn + 1D]ay = 0.
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Equacao de Legendre

O termos de mais alta ordem, x2, x3, ... dos demais somatorios, originam:

(3c) (s +2)s + Dagoo + [—s(s — 1) — 25 + n(n + 1)]a, = 0.

Resolvendo 3a para a,, 3b para a; e 3c para a,, obtém-se:

(n —s)n+s+1)

4 a = — a s=0,1,---).
( ) s+2 (5 i 2}“ + 1} 5 ( }
Que é chamada de formula de recorréncia. Assim
nin + 1) (n— Dn + 2)
2= 2! % 9= 3! a
I U 2)n + 3) B (n— 3)n+4)
W Ty ® BT sy B
(n — 2)n(n + 1)(n + 3) (n—3)n— Dn+ 2)n+4)
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(5) y(x) = agy1(x) + ayys(x)

Onde
nin + 1) - (n — 2n(n + Din + 3) -
(6) vilx) =1 ———x" + - 4.
2! 4!
(n — 1)(n + 2) 5 (n— 3n — Dn+ 2)n +4) .
(7 yolx) = x — e 5 4

3! 5!

Estas duas solugdes em séries convergem em |x|<1.
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Equacao de Legendre

Solugoes em polindmios. Polindmios de Legendre P (x).

A reducao da solucao em série para uma solucao em polinbmios € muito
vantajosa pois permite a solucao para qualquer Xx.

Na equacao de Legendre isto ocorre quando n € um inteiro positivo, pois o lado
direito da equacao 4 se torna nulo para s=n.

Portanto, se n for par y,(x) se reduz a um polinOmio de grau n. Se n for impar o
mesmo ocorre para Yy,(x). Nos dois casos, as outras duas solugdes sao series
infinitas que podem ser escritas como polinbmios multiplicados por In[(1+x)/(1-
x)]

Estes polinOmios multiplicados por algum constante sdao denominados de
polindmios de Legendre e denotados por P,(x).

(n —s)n+s+1)

(4) Agen = — TG+ D) dg (s=0,1,---).
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Equacao de Legendre

Exemplo
Funcao de Legendre para n=0

Quando n=0, a equacgao 6 resulta em y,(x)=1, e a equacao 7 resulta em

3)(~1)-2-4 3o
yz(x):x+3x3+( )(=Y) x5+...:x+X—+X—+...:EIn1+—X
3! 5! 3 5 2 1-X

Assim, a solucao €

y(x) = agy1(x) + aya(x)

(X)=a, + (1|n1+—xj
yix)=a,+q 5T
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Equacao de Legendre

A escolha do valor das constantes € realizada da seguinte forma:
O coeficiente da a,, da maior potencia x" & definido como

(2n)! 1-3:-5---2n— 1)
(8)

a,y = = (n a positive integer
()2 n! P ger)

Onde a,=1 se n=0. A partir da equacao 4 obtém-se

0 (s +2)s + 1) _ ,
©) % nm—s)n+s+1) Gs+2 (s=n -

Prof. Diogo Londero da Silva
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Equacao de Legendre

A partir de 9 com s=n-2 e 8 obtém-se:

nn — 1) nn — 1) (2n)!
22n— 1™ 22n— 1) 2%n!)?

Op—2

Que pode ser simplificada a

(2n — 2)!

dp—2 =

2™n — ) (n — 2)!
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Equacao de Legendre

De forma similar

(n — 2)(n — 3)
-4 = " on —3) 2
(2n — 4)!

2"21(n — 2)! (n — 4)!

E, quando n-2m =0

(2n — 2m)!

2"m! (n — m)! (n — 2m)!

(10) Ap—om = (— l}m

Observe que n é o grau do polindmio e m é o indice do somatorio.
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Equacao de Legendre

A solucao obtida para a equacao diferencial de Legendre (1) € conhecida como
Polinbmio de Legendre de grau n, sendo denotada por Pn(x).

M 0y — ! |
P, (x) = 2 (— l}m . (2n n) xﬂ_zm
11) m=0 2"m! (n — m)! (n — 2m)!
( @n! (2n — 2)! -
= + B

1 2.1‘ " Am x
27(n!) 271 (n — D! (n — 2)!

Onde M = n/2 (quando n for par) ou (n-1)/2 (se n for impar), seja qual deles for
um inteiro.
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Equacao de Legendre

Os primeiros polindbmios de Legendre sao

Ryx) = 1, P(x) = x
(11)  PByx) = 1(3x% — 1), Py(x) = 2(5x® — 3x)

Py(x) = 2(35x* — 30x2 + 3),  PBs(x) = (63x® — 70x® + 15x)

and so on. You may now program (11) on your CAS and calculate P,(x) as needed.

| Pnf_l'J

4 1 Fo an . .

B T Sao ortogonais
B p, /I 1
=) / Po(@)Pa(z)de =0 ifn#m.
— -1

= \\ ) : . ! :.
A : L P . /]
| | | L - L1 A A 11 4 " | | |

ANVZRN ,
P

2

A m
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Equacao de Legendre

Lembre-se que PO(x), P1(x), P2(x), ... Sdo solucdes particulares para as
equacoes diferenciais

0, 1-x2)y” - 2xy’ = 0 . .
; E&zgzg +2y= 0 (1-x*)y"=2xy+n(n+1)y =0
2

, (1-x2)y” - 2xy’ +6y=0

> 3 5
n o u
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Equacao de Bessel

A equacao de Bessel, na qual v € um numero real positivo surge em problemas de
vibracoes, campos elétricos, conducao de calor, escoamento de fluidos, etc. Na
maioria dos casos envolvendo geometrias que apresentam simetria cilindrica.

2

1 XY "Xy '+ (X -y =0 = === %

(2) yx) = D @y, x™*"
me =0

Substituindo 2 e suas derivadas em 1 obtém-se

= ]

E (m+ r(m+r— Da,x™ "+ E (m + Pa,x™" "

m=0 =0

+ 2 am_r”‘_”z _ v2 E am_rrrrwr = ().

=0 m=0
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Equacao de Bessel

Ajustando os somatorios e igualando a soma dos coeficientes de x%*" a zero.
Verifique que as poténcias de x%*" correspondem a m=s na primeira, segunda e
guarta série e a m=s-2 na terceira série. Portanto, para s=0 e s=1 a terceira série
nao apresenta termos se m = 0. Para s= 2, 3, ... Todas as séries apresentam
termos, permitindo a obtencao de

(a) rir — Dag + rag — ugnn =0 (s = 0)
(3) (b) (r+ Dray + (r + Day — 11'2{]'1 = () (s = 1)

(c) (s+r)s +r—la,+ (s + ra; + a,_s — 1!2{{5 =0 (s =2,3,---).
A partir de 3a obtém-se a equacao indicial parar.

(4) (r+v)(r —v)=0.

Cujas raizes sao r=v e r,= -v. Cada uma destas raizes gera uma solugao em série.
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Equacao de Bessel

Coeficientes recursivos para r=r,=v

Para r= v 3b ser reduz a (2 v+1)a,=0. Portanto, a,=0 pois v=0.
Substituindo r= v em 3c obtém-se.

(5) (s + 2v)sag, + ag_s = 0.

Como a,=0 e v=0, 5 leva a a3=a5=a/=...=0. De forma que restem apenas 0s
coeficientes a, com indice pares s=2m. Assim a equacao 5 torna-se:

|

(6) dom = — 5 A9471 =25 m=1,2,---.
2°m(v + m)
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Equacao de Bessel

Coeficientes recursivos para r=r,=v

Através de 6 determina-se a,, a,, ..., sucessivamente

ey

g = —————

22(p + 1)
tloy dp

ﬂ‘l — —

222(v +2) 2V (v + D + 2)

and so on, and in general

(—1)™"ag

[?J A2 = m= l, 2’.. :

2" v+ D +2)---(v+m)
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Equacao de Bessel

Coeficientes recursivos parar=r,=v

E uma prética padréo escolher para a, um valor especifico, a saber

B 1
- 2'T (1+v)

Onde I" € a funcao Gamma™ expressa por

dy

&0

[(w+ 1) = J etV dt :VF(V) (> —1).

0

Desta forma € possivel reescrever 7 como

(—1)"

tom = .
22 Dw 4+ m + 1)

Se n for inteiro

Funcao Gamma

* A funcao Gamma é tabelada ou pode ser calculada em SCAs.
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Equacao de Bessel

Coeficientes recursivos parar= r,=v

Assim, obtém-se uma das solucdes para equacao de Bessel, que é expressa por

- {_l]mxﬁm
Jx) =x">

m=0

2MIVp T(w + m + 1)

Coeficientes recursivos parar=r,=-v

Empregando o expoente r, = -v, obtemos , exatamente da mesma maneira

- {_“m, Zm

J_,(x)=x"" z !

22V T(m — v + 1) 9

=10
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FIGURE 5.7.1 Polynomial approximations to Jy(x). The value of n is the degree of the
approximating polynomial.

1 _'.
/N Ja(x) _
D i [ | i |
/2n e g ‘A - B x
e ‘ -

Fig. 1. Bessel functions J;;, and J_,,
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Equacao de Bessel

Agora, devemos ter cuidado ao escrever a solucao geral para 1. Quando v =0, é
obvio que (8) e (9) sao iguais. E também pode ser demonstrado através da teoria

de Frobenius que existirao duas solucoes linearmente independentes sempre que v

nao for um numero inteiro.

Assim, a solucao geral para (1) em (0,x) é:

y(X)ZClJV(X)+C2J_V(X) v # inteiro
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Equacao de Bessel

Funcbes de Bessel de segunda espécie

Quando v for um inteiro ou qualquer outro numero positivo, a solucao geral para 1
em (0, ») pode ser escrita como

y(x) = C1Jy(x) + Ca¥i(x). =

Onde Yv(x) é algumas vezes chamada de funcdo de Neumann ou funcao de
Bessel de segunda ordem, sendo expressa por

_ cos(vz)Jd, (x)-J_,(x)

Y, (x)

sen(vr)
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Fig. 112. Bessel functions of the second kind Y, and Y;.
(For a small table, see App. 5.)
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d°T  1dT Zh

dr? " dr
or, withm? = 2h/ktand 6 =T — T, yv="7

11’19 li@_ 20 — 2., 1 1 2 \,2 2
ity mo=0 » XY+ xy'+@ x —v)y=0

The foregoing expression is a modified Bessel equation of order zero, and its
general solution is of the form

6(r) = C,Iy(mr) + C,K (mr) » y(x) = CiJy(x) + Cakix).

where I, and K, are modified, zero-order Bessel functions of the first and second
kKinds, respectively. If the temperature at the base of the fin is prescribed, 6(r,) = 6
and an adiabatic tip is presumed, d6/dr,,, = 0, C, and C, may be evaluated to yield a
temperature distribution of the form

0 lo(mr)K (mr,) + Ko(me)l,(mr,)
6, - lo(mr))K (mr,) + Ko(mr ) ,(mr,)

where 1,(mr) = d[ly(mr))/d(mr) and K,(mr) = —d[K,(mr)]/d(mr) are modified, first-
order Bessel fum.nons of the ﬁrst and second kinds, respectively. The Bessel func-
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) Io(mr)K(mry) + Ko(mr)l (mr;) C }_

S = rEL.. = rz + r.lrz
0, lo(mr))K(mry) + Ko(mr)I (mr,) Y L=L+w
.Li A, =Lt
1.0 P'1._-'.“l
05 < T T
AN PR
0.0 / \\__ 7 .
-0.5 _ ’
o m®=2h/ktand 6 =T — T,
-1.5
-2.0
/
_UJU:){) E_SYU:{} 5 6 7T 8 9 }:U Il — I O

order v | real number

X2 cemplex number K K [}

Clear| Store/Read| Print| 22dgt v

Bessel function result
® J,(x) 0.2238907791412356680518

Y, [x) 0.5103756726497451195966
J'y(x) -0.5767248077568733872024
Y'\(x) 0.1070324315408375465888

http://keisan.casio.com/exec/system/1180573474
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Lista de exercicios

Lista 9.
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