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Transformadas de Laplace
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Funcao de impulso

Em algumas aplicagOes, € necessario tratar fendbmenos de natureza impulsiva,
por exemplo, voltagens ou forcas de modulo grande que agem por um periodo de
tempo muito curto. Tais problemas levam, com frequenma a equacoes
diferenciais da forma |

ay” + by’ +cy = d(t)

Onde g(t) € grande em um intervalo pequeno de tempo
ty- T <t<ty,+ 1, mas e nula fora deste intervalo.

Estas situacdes ocorrem quando uma bola é chutada, uma estrutura € atingida
por um martelo, uma aeronave tem um pouso violento ou um navio é atingido por
uma forte onda.
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Transformadas de Laplace

Funcao de impulso

Um impulso | representa a acao de uma forca em um determinado intervalo de
tempo:

to+7 00
() = j f (t)dt = j f (t)dt -
to—7 —0 %
Destaca-se que f(t) = O fora deste intervalo de tempo. » [ =

Exemplo: Assumindo uma forga continua f(t) = F obtém-se:

tO +7T

I(t)= [ Fdt=F-(2r)
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Transformadas de Laplace

Funcao de impulso

Vamos supor que t, = 0 e que g(t) € dada por

1/2t, —t<t<r,
0, [<—1 or t>r1,

g(f) — dr(r) — {

Onde t é uma constante positiva pequena. Calculando | para esta g(t), obtém-se
ty+7 O+7 1

1(t) = j g(t)dt = j — dt=1
t 2T
07T O0-7

Independente do valor de t, desde que t = 0.

=

M2
L |
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Transformadas de Laplace

Fazendo com que o termo nao homogéneo g(t), da equacao diferencial, atue em
intervalos cada vez menores, isto €, t—0, obtém-se:

Aléem disso, como I(t) = 1 para todo t # 0, segue que: it
i
Iim I(t) = 1. it ;
T—0

As equacodes acima podem ser empregadas para definir a funcao impulso unitario &
gue funciona como um impulso de tamanho 1 em t=0, e é nula para todos os outros
valores de t diferentes de zero. Esta “funcao” € chamada de delta de Dirac.

5(t) =0, t #0;

/ s(1)dt = 1.
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Transformadas de Laplace

Como o(t) corresponde a um impulso unitario em t =0, um impulso unitario em um
ponto arbitrario t = t, € dado por & (t - ty), assim

8(t —1y) =0, t # Io;

f St —1ty) dt =1.

o0

Note que esta mudancga equivale a deslocar a fungdo delta de t=0 para um t=t,,.

I=II 4 8

P __ _ 0 B _
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Transformadas de Laplace

O calculo da transformada de Laplace da funcao delta de Dirac exige a utilizacao do
limite t—0 na transformada da funcgo d_(t).

LL6(t —1to)} = lin% L{d-(t — 10)}.

Que resulta em

L{5(t —tg)} = e 5N,

De maneira analoga, € possivel definir a integral do produto da funcdo o por
qualquer funcao continua f, resultando em:

/ 8(t —to)f (t) dt = f(tp).

o0
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Transformadas de Laplace

Esta ultima equacao € util para obter a transformada de uma funcdo multiplicada
pelo delta de Dirac, como mostram os exemplos abaixo:

5
Example 1. ) 7e! cos(t)d(t)dt = 7. All we had to do was evaluate the

of —3

integrand at t = 0.

Example 2. lJ_ 7e'" cos(t)d(t —2)dt = 7e* cos(2). All we had to do was

-2

evaluate the integrand att = 2.

1 o
Example 3. f 7e' cos(t)d(t —2) dt = 0. Since t = 2 is not in the interval
5

of integration the integrand is 0 on the entire interval.

Portanto, basta avaliar a fungao integrada no ponto t, determinado por &(t-ty),
tomando o cuidado para que t, esteja dentro do intervalo de integracao.

10
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Transformadas de Laplace

Exemplo: Encontre a solugcao para

2y" + v + 2y =48(t - 9), (17)
y(0) =0, y'(0) =0. (18)
Aplicando a transformada de Laplace na eq. 17

Q2s> +s5+2)Y(s) = e .

Entao s s |

Y(s) = 142, 15
252 —|—.3—|-2 2 (S‘i‘jr) +ﬁ

Empregando o teorema de deslocamento e a tabela de transformadas

_ 1 4 .. 15
L . = —— e sin —— 1.
e+ R VT T
Entao
2 /15
— — (t—=5)/4 —5
y = {Y{S}} —\/E us(t)e sin —— 1 (t ),

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais

(19)

(20)

(21)




Laplace

0.2

0.1

FIGURE 6.5.3 Solution of the initial value problem (17), (18).

Este grafico representa a solucdo da equacao 17 sujeitas as Cls 18. Observe
a acao da funcao impulso no tempo t = 5 [t].

12
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Convolucao
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Transformadas de Laplace - Convolucao

Vimos que,

ZLf+g]=Z[f]+ Z]g]

L NF+ G =2 F) + 27 Ya]

E interessante se obtermos também um regra para a multiplica-
cao:

Zfgl # ZL[f1Z]g]

LGl # 27 [FlLe7 G

Algumas vezes nos deparamos com transformadas de Lapalce H(s) que
correspondem ao produto de duas outras transformadas H(s) = F(s) G(s).

Note que a transformada de Laplace nao apresenta a propriedade comutativa.

« Como tratar esse problema?
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1 Transformadas de Laplace - Convolucao

Defini¢ao 1:' Convolucao

Definimos a opera¢do de convolugdo como:

(Fea)= [ 1@t =ryr= [ £t -2)g(e)dr

Com esta defini¢ao o teorema pode ser escrito como:

ZLHFG) = (f*9)

Exemplo 6: Encontre a transformada inversa da funcao

1 1 1
H(s)= s(s—a):g(s—a)

L at |t at
j[—l ]:/EaT.ldT:i _ ol
0 .

s(s —a)
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31 Transformadas de Laplace - Convolucao

Demonstracao: Por hipétese,

F(s) = f e 5f (&) dE G(s) = f | e STg(1)dr

Multiplicando as duas funcoes

F($)G(s) :f e f(E)dE / eTg(r)dr.
0

0

(—

F(5)G(s) = f{} e“”g(r)[ fﬂ e“ﬁff(s)ds}dr

- f h g(r)[ f me‘“‘f*”f(’g‘)df} dr. /”,/
0 0

Chamando t=7+4¢

oo oQ / FIGURE 6.6.1 chiorn: c?fintcgration in F(s)tG(sj
F(s)G(s) mf g(r)[[ e 'f(t—1) dt} dt. &=t—r,comt=0
’ TS 16
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Trocando a ordem da integracao

h(t)

F(s)G(s) = [ e"""[[ ft—r1)g(r)d
() ()

Ou

F(s)G(s) = f N e Th(t) dt
0

= L{h(1)},

onde

|

ri| dt

t—r,/

Ta/

Jxe

t—oo

=0

FIGURE 6.6.1 Region of integration in F(s)G(s).

h(t) = f f—1)g(r)dr = f f(r)gt —t)dr.

0 0
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1 Transformadas de Laplace - Convolucao

Teorema da convolugao

Definicao 1: Convolugéo

Definimos a operac¢ao de convolucdo como:

(f % g) = /0 ()t —1)dr

Com esta definicdo o teorema pode ser escrito como:
ZL7FG) = (f *g)

Teorema 6: Propriedades da Convolugéo

frg=g*f (f*g)*xv =[f*(g*v)

f#(g1+ g2) = f*g1 + f*go f*0=0*f:0

18
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Transformadas de Laplace - Convolucao

Exemplo
V' 44y = g(1),

Encontre a solugao de ,

Aplicando a transformada de Laplace e utilizando as Cls

s?Y(s) —3s+ 1 4+4Y(s) = G(s)
Ou
35 —1 G(s)

Y (s) = .
() §2+4 +32+4

O produto de

duas
/ transformadas

E conveniente reescrever Y(s) como exige o uso da
convolucéao
> 1 2 + ,,1“ 2 G(S)_i para obter L
s?+4 28244 282447

____________________

Y(is)=3

19
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Transformadas de Laplace - Convolucao

Exemplo

Usando a tabela de transformadas de Laplace e o teorema de convolucao, obtém-se:

s 1 2 1 2

s2 4+ 4 Ea'3+4+§5‘2+4

4

y=3cos2t — 3sin2t + 3 [ sin2(t — 1)g(7) dr.
0

Y(s) =3 G(s).

Quando um termo nao-homogéneo especifico g € dado, entao a integral da equacao
acima pode ser calculada.

Em alguns casos € preciso empregar métodos numéricos para obter o valor da
integral. 20
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1 Transformadas de Laplace - Convolucao

Exemplo 8: Ache a solucio do PV  y" + wiy = Ksinwgt?
y(0) =0 y'(0) =0

Aplicando a transformada em ambos os lados

KLUU

'.2}/ g) — g o 2}/ 3) =
5 (") "y(o) Y (0) +L:J0 (") g2 —I—LJE

Substituindo as condic¢oes iniciais
ng

2 2
s“Y(s)+wsiY(s) =
S (S) 0 (q) 52 | ig

Isolando Y(s)

Y( ) B ng K Wo wo
°) = (52 + w?)2  wy \ 82 4+ w? s% + w?

21

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




1 Transformadas de Laplace - Convolucao

Exemplo 8: Ache a solucao do P.V.I. y" + m%y = Ksinwgt
y(0)=0 y'(0) =0

Y( ) K{JJU K W Wo
S5 = p— - -
(82 +w?)?  wo \ $2+w?2) \ s?+ w?

Aplicando a inversa

i K, w w
y(t) = £ Y (s) = 27 KSE Jr[}wz') <52 J:]wz)]

Mas sabemos da tabela que:

)

-1 W o e . o :
L [(52 n wg) (52 n wﬁ)] = [sin(wpt) * sin(wot)]

22
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1 Transformadas de Laplace - Convolucao

Exemplo 8: Ache a solugao do P.V.I. y' + w§ y = Ksinwqf
y(0)=0 y'(0) =0

— Wo Wo : :
‘g ] § i — S ( t :kS } t
[(Sz +w§) (82 +w§ﬂ Isin(wgt) * sin(wgt)]

Aplicando a convolugéo

4
[sin(wgt) * sin(wot)] = / sin(woT) sinfwg(t — 7)]dT

0
I |sin(wopt
-2 [smion ) tcos(w@t)]
Logo a solucao da E.D.O. fica
K
y(t) = — [sin(wot) — wot cos(wot)]
2w

23
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Tabela de Transformadas de Laplace

f(t) = LTHF(5)} F(s) = L{f (1))
1
1. 1 —, s >0
S
1
2. " , s >a
S—a
e n!
3. ", n = positive integer el s >0
[ 1
4. 0. p>-—l v+ D) ~ 0
S,r)+1
a
5. sinat s >0
‘ 52 + a? ”
_ S |
6. cosat T s >0
7. sinhat ¢ 2 s > |a|

24
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Tabela de Transformadas de Laplace

fity= L F(s}

8.

cosh at

9. e sin bt

10. G,IU

11. [Ifefl.r“

12.

13.
Prof. Diogo Londero da Silva

cos bt

n = positive integer

u.(r)

u.(H)f(t —c)

F(s)y = L{f (0}

s
s > |a|

b
. s> a
(s —a)? + b?
s —a
s> a

(s —a)> + b2’

n!
s> da

(s —a)"+1’

@_CS
s >0

5' b

e F(s)

EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais
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1 Transformadas de Laplace

Tabela de Transformadas de Laplace

fity= L7 F(s} F(s) = L{f()}

14. e“f (1) F(s — c)

15. f(ct) %F G) ¢>0

6. ﬁf(t —1)g(r)dr F(s)G(s)

17. 8(t —c) e

18. f™(0) S"F(s) = 5" (0) = -+ = fOD(0)
19. (=0)"f () F™(s)

26
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Lista de exercicios

Lista 10 ( Seccdo 6.5 em diante).

27
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Transformadas de Laplace - Convolucao

Exemplo
V' 44y = g(1),

Encontre a solugao de ,

Aplicando a transformada de Laplace e utilizando as Cls

s?Y(s) —3s+ 1 4+4Y(s) = G(s)
Ou
35 —1 G(s)

Y (s) = .
() §2+4 +32+4

O produto de

duas
/ transformadas

E conveniente reescrever Y(s) como exige o uso da
convolucéao
> 1 2 + ,,1“ 2 G(S)_i para obter L
s?+4 28244 282447

____________________

Y(is)=3
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Transformadas de Laplace - Convolucao

Exemplo

Usando a tabela de transformadas de Laplace e o teorema de convolucao, obtém-se:

s 1 2 1 2

s2 4+ 4 Ea'3+4+§5‘2+4

4

y=3cos2t — 3sin2t + 3 [ sin2(t — 1)g(7) dr.
0

Y(s) =3 G(s).

Quando um termo nao-homogéneo especifico g € dado, entao a integral da equacao
acima pode ser calculada.

Em alguns casos € preciso empregar métodos numéricos para obter o valor da
integral. 30
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Transformadas de Laplace - Convolucao

Funcao transferéncia

ay” + by + cy = g(1), vO0) =yo. V() = y;.
(as> + bs + )Y (s) — (as + D)y — avy = G(s).

_ (as +D)yo +ay; G(s)

b V(s) = .
(5) as? + bs + ¢ () as? + bs + ¢

Y(s) = d(s) + V(s).

y=a¢({) + Y1),

31
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Funcao transferéncia

Para obter a funcao transferéncia devemos utilizar Cls nulas
av" + by 4+ cy = g(1), v(0) =0, V' (0) =0,

Desta forma phi € nula e psi resulta em

Once specific values of a. b, and ¢ are given, we can find ¢ () = £~ {®(s)} by using
Table 6.2.1. possibly in conjunction with a translation or a partial fraction expansion.
To find ¥ (1) = L‘_l{kla'(s)}. it is convenient to write W (s) as

W(s) = H(s)G(s), (27)

where H(s) = (as® + bs + ¢)~'. The function H is known as the transfer function®
and depends only on the properties of the system under consideration; that is, H (s) is
determined entirely by the coefficients a. b, and ¢. On the other hand, G(s) depends

3This terminology arises from the fact that H (s) is the ratio of the transforms of the output and the input
of the problem (26).

Prof. Diogo Londero da Silva
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Transformadas de Laplace - Convolucao

Funcao transferéncia

only on the external excitation g(7) that is applied to the system. By the convolution
theorem we can write

Ut = LTHH()G(s)) = f! h(t —t)g(t)dr. (28)
0

where h(t) = L7 H (s)}, and g(¢) is the given forcing function.

To obtain a better understanding of the significance of /(). we consider the case in
which G(s) = 1;consequently. g(f) = 8(1) and W (s) = H(s). This means thaty = h(r)
i1s the solution of the initial value problem

ay” + by + cy = (1), y(0) =0, y(0) =0, (29)

obtained from Eq. (26) by replacing g(¢) by §(r). Thus A(r) is the response of the
system to a unit impulse applied at ¢ = 0, and it 1s natural to call i() the impulse
response of the system. Equation (28) then says that (1) is the convolution of the
impulse response and the forcing function.

Referring to Example 2, we note that in that case, the transfer function is
H(s) = 1/(s> + 4) and the impulse response is h(r) = (sin27)/2. Also, the first two
terms on the right side of Eq. (19) constitute the function ¢ (), the solution of the
corresponding homogeneous equation that satisfies the given initial conditions.
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