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Função Impulso

ou 

Função delta de Dirac
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Função de impulso

Em algumas aplicações, é necessário tratar fenômenos de natureza impulsiva,

por exemplo, voltagens ou forças de módulo grande que agem por um período de

tempo muito curto. Tais problemas levam, com frequência, a equações

diferenciais da forma

ay” + by’ +cy = g(t)

Onde g(t) é grande em um intervalo pequeno de tempo

t0 -  < t < t0 +  , mas é nula fora deste intervalo.

Estas situações ocorrem quando uma bola é chutada, uma estrutura é atingida

por um martelo, uma aeronave tem um pouso violento ou um navio é atingido por

uma forte onda.
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Função de impulso

Um impulso I representa a ação de uma força em um determinado intervalo de

tempo:

Destaca-se que f(t) = 0 fora deste intervalo de tempo.

Exemplo: Assumindo uma força contínua f(t) = F obtém-se:
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Função de impulso

Vamos supor que t0 = 0 e que g(t) é dada por

Onde  é uma constante positiva pequena. Calculando I para esta g(t), obtêm-se

Independente do valor de , desde que   0.
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Fazendo com que o termo não homogêneo g(t), da equação diferencial, atue em

intervalos cada vez menores, isto é, 0, obtém-se:

Além disso, como I() = 1 para todo   0, segue que:

As equações acima podem ser empregadas para definir a função impulso unitário 

que funciona como um impulso de tamanho 1 em t=0, e é nula para todos os outros

valores de t diferentes de zero. Esta “função” é chamada de delta de Dirac.
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Como (t) corresponde a um impulso unitário em t =0, um impulso unitário em um

ponto arbitrário t = t0 é dado por  (t - t0), assim

Note que esta mudança equivale a deslocar a função delta de t=0 para um t=t0.

t = 0 t = t0
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O cálculo da transformada de Laplace da função delta de Dirac exige a utilização do

limite 0 na transformada da função d(t).

Que resulta em

De maneira análoga, é possível definir a integral do produto da função  por

qualquer função continua f, resultando em:
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Esta última equação é útil para obter a transformada de uma função multiplicada

pelo delta de Dirac, como mostram os exemplos abaixo:

Portanto, basta avaliar a função integrada no ponto t0 determinado por (t-t0),

tomando o cuidado para que t0 esteja dentro do intervalo de integração.
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Exemplo: Encontre a solução para

Aplicando a transformada de Laplace na eq. 17

Então

Empregando o teorema de deslocamento e a tabela de transformadas

Então
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Este gráfico representa a solução da equação 17 sujeitas as CIs 18. Observe

a ação da função impulso no tempo t = 5 [t].
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Convolução
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• Algumas vezes nos deparamos com transformadas de Lapalce H(s) que

correspondem ao produto de duas outras transformadas H(s) = F(s) G(s).

• Note que a transformada de Laplace não apresenta a propriedade comutativa.

• Como tratar esse problema?
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Teorema da Convolução ( f * g )

convolução como:

0
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Transformadas de Laplace - Convolução

t   , com t = 0




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Transformadas de Laplace - Convolução

Trocando a ordem da integração

Ou

onde





h(t)
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Teorema da convolução

Convolução

convolução como:

Convolução

Transformadas de Laplace - Convolução

Convolução



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

19

Transformadas de Laplace - Convolução

Exemplo

Encontre a solução de

Aplicando a transformada de Laplace e utilizando as CIs

Ou

É conveniente reescrever Y(s) como

O produto de

duas

transformadas

exige o uso da

convolução

para obter L-1
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Transformadas de Laplace - Convolução

Exemplo

Usando a tabela de transformadas de Laplace e o teorema de convolução, obtém-se:

Quando um termo não-homogêneo específico g é dado, então a integral da equação

acima pode ser calculada.

Em alguns casos é preciso empregar métodos numéricos para obter o valor da

integral.
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Transformadas de Laplace - Convolução
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Transformadas de Laplace - Convolução
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convolução

Transformadas de Laplace - Convolução
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Tabela de Transformadas de Laplace
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Tabela de Transformadas de Laplace
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Tabela de Transformadas de Laplace
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Transformadas de Laplace - Convolução

Exemplo

Encontre a solução de

Aplicando a transformada de Laplace e utilizando as CIs

Ou

É conveniente reescrever Y(s) como

O produto de

duas

transformadas

exige o uso da

convolução

para obter L-1
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Transformadas de Laplace - Convolução

Exemplo

Usando a tabela de transformadas de Laplace e o teorema de convolução, obtém-se:

Quando um termo não-homogêneo específico g é dado, então a integral da equação

acima pode ser calculada.

Em alguns casos é preciso empregar métodos numéricos para obter o valor da

integral.
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Transformadas de Laplace - Convolução

Função transferência
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Transformadas de Laplace - Convolução

Função transferência

Para obter a função transferência devemos utilizar CIs nulas

Desta forma phi é nula e psi resulta em
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Transformadas de Laplace - Convolução

Função transferência


