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Muitos problemas práticos de engenharia envolvem sistemas mecânicos ou

elétricos sob a ação de forças descontínuas ou de impulsos.

Os métodos estudados até o momento, são complicados para usar em tais

problemas.

As Transformadas de Laplace são muito adequadas para este tipo de situação

física, mas também podem ser usadas de forma mais abrangente.
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Entre as ferramentas muito úteis para a resolução de equações

diferenciais estão as transformadas integrais, que apresentam a forma:

Onde K(s,t) é uma função dada, chamada núcleo da transformada.

Esta relação transforma uma função f(t) em outra função F(s).

Apesar de existirem diversas transformadas integrais, vamos considerar

apenas a Transformada de Laplace.

   ( ) ,F s K s t f t dt





 
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Núcleo

L {f (t )}
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Uma função é dita seccionalmente contínua em um intervalo  ≤ t ≤  se o

intervalo puder ser particionado em um número finito de pontos  = t0 < t1 <

... < tn = , de modo que:

1 – f é contínua em cada subintervalo aberto ti-1 < t < ti

2 – f tende a um limite finito quando t tende, de dentro de um desses

subintervalos, a um dos extremos.
f é seccionalmente contínua se for

contínua nesse intervalo, exceto por

um número finito de saltos. Neste

caso pode-se mostrar a existência

de:

( )f t dt






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Apesar de existir para uma função f(x) seccionalmente contínua a

existência da integral imprópria não é garantida . O teorema a

seguir é útil para verificar a convergência ou divergência de uma integral

imprópria.

Teorema: f é seccionalmente contínua em t ≥a , se |f (t)| ≤ g(t) quando t ≥ M

para algumas constantes positivas M e se converge, então

também converge. Por outro lado, se f(t) ≥ g(t) ≥ 0 para t ≥ M e se

diverge, então também diverge.

Note a semelhança com o teste de comparação para séries!

( )f t dt







( )f t dt






( )
M

g t dt




( )

M

f t dt




( )

M

g t dt



 ( )
M

f t dt




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Para estabelecer este teorema, precisamos mostrar que a integral

Converge para s>a. Separa-se esta integral em duas partes

A primeira integral converge pela parte 1 do teorema anterior. Pela hipótese 2,

temos, para t ≥ M,

Assim, F(s) existe se convergir, o que exige que a – s < 0 ou s > a.( )a s t

M

e dt







L {f (t )}
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Portanto, a Transformada de Laplace é um operador linear!
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L {f (t )}
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Tabela de Transformadas de Laplace
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Tabela de Transformadas de Laplace
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Tabela de Transformadas de Laplace
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• Algumas das aplicações mais importantes do método das transformadas de

Laplace ocorrem na solução de equações diferenciais lineares sob a ação

de funções descontínuas ou impulsos;

• Equações deste tipo ocorrem com frequência na análise do fluxo de

corrente em circuitos elétricos ou nas vibrações de sistemas mecânicos;

• Nesta etapa vamos desenvolver algumas propriedades adicionais das

transformadas de Laplace úteis na solução de tais problemas.
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Notação alternativa    au t u t a 
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f1

f2

f3

a b
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Translação (deslocamento) de f(t) por uma distância c no sentido de t positivos

Para uma função f, definida para t 0, vamos considerar a função g definida por:

Em termos da função degrau unitário, g(t) pode ser representada como:

g(t) = uc(t) f(t - c)f(t)
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Este teorema diz que a translação de f(t) por uma distância a no sentido dos t

positivos corresponde à multiplicação de F(s) por e-as.

Translação (deslocamento) em t

g(t) = uc(t) f(t - c)

f(t)
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Exemplo

 
2

1

22

3
( ) 3 2

se
L u t t

s


  

      
 

Neste exemplo a função f(t) = 3t sofreu uma translação de a = 2 no sentido dos t

positivos corresponde à multiplicação de F(s) = 3/s2 por e-2s.

f(t) = 3t g(t) = u2(t)f(t-2)= u2(t)[3(t-2)]

2
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Este teorema mostra que a translação da transformada F(s) a uma distância a

no sentido dos s positivos corresponde à multiplicação de f(t) por eat

Teorema útil para realizar a transformada inversa de Laplace.

Translação (deslocamento) em s
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Exemplo

2

1
( )

4 5
G s

s s


 

Encontre a transformada inversa de

Solução

Onde F(s) = (s2+1)-1. Como L-1{F(s)} = sen (t). Pelo teorema anterior.

g(t) = L-1{G(s)} = e2t sen(t)

 
2

1
( ) ( 2)

2 1
G s F s

s
  

 
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Comparação dos teoremas de deslocamento

Deslocamento em t Deslocamento em s

a a s

F

Y
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Tabela de Transformadas de Laplace
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Tabela de Transformadas de Laplace
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Tabela de Transformadas de Laplace
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Definindo
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Ação da função degrau nos tempos 3 e 10.

                 3 /2 3 /2 10 /2 10 /2

3 10

3 1 3 3 1 3
( ) ( ) 1 cos 3 3 1 cos 10 10

2 2 2 23 3

t t t t
y t u t e t e sen t u t e t e sen t

       
          

                          
             
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Decomposição em frações parciais

Links úteis

https://www.youtube.com/watch?v=xzIqeNtOR1s

https://www.youtube.com/watch?v=xzIqeNtOR1s

