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Motivacao

Muitos problemas praticos de engenharia envolvem sistemas mecanicos ou
elétricos sob a acao de forcas descontinuas ou de impulsos.

Os métodos estudados até o momento, sdo complicados para usar em tais
problemas.

As Transformadas de Laplace sdo muito adequadas para este tipo de situacao
fisica, mas também podem ser usadas de forma mais abrangente.
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1 Transformadas de Laplace

A transformada de Laplace pode ser usada para resolver problemas de
valor inicial da forma

Ay" + By' + Cy = f(t)
com y(0) = yo, ¥'(0) =y e A, B, C € R.

Para isso, a equacao diferencial é inicialmente transformada pela Trans-
formada de Laplace numa equacao algébrica. Depois resolve-se a
equacao algébrica e finalmente transforma-se de volta a solucao da
equacao algébrica na solucao da equacao diferencial inicial.
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Transformadas de Laplace

differential equation
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Transformadas de Laplace

Entre as ferramentas muito uteis para a resolucao de equacoes

diferenciais estao as transformadas integrais, que apresentam a forma:

F(s)sz(s,t)f (t)dt

Onde K(s,t) € uma funcao dada, chamada nucleo da transformada.

Esta relacao transforma uma funcao f(t) em outra funcao F(s).

Apesar de existirem diversas transformadas integrais, vamos considerar

apenas a Transformada de Laplace.
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1 Transformadas de Laplace

Nucleo

A transformada de Laplace de uma fungao /4 [0,00) — R é definida
por

(58]

LAY = F(s) = / e~slf(t) dt.

J0

para todo s > 0 tal que a integral acima converge. Representare-
mos a funcao original por uma letra mintascula e a sua variavel por
t. Enquanto a transformada de Laplace serad representada pela letra
correspondente mailscula e a sua variavel por s.
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Transformadas de Laplace

Uma funcéo é dita seccionalmente continua em um intervalo a <t <p seo
intervalo puder ser particionado em um numero finito de pontos o = t, < t; <
... <t, =, de modo que:

1- f é continua em cada subintervalo aberto t ; <t<t

2 - ftende a um limite finito quando t tende, de dentro de um desses

subintervalos, a um dos extremos.
f é seccionalmente continua se for

s continua nesse intervalo, exceto por
" T\ um numero finito de saltos. Neste
| caso pode-se mostrar a existéncia

- 4/ de: g
| | ! | _ j f (t)dt

(94
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Transformadas de Laplace

Apesar de j f (t)dt existir para uma fungao f(x) seccionalmente continua a

a
0

existéncia da integral impropria _[ f(t)at nao € garantida . O teorema a
seguir é util para verificar a con\(;ergéncia ou divergéncia de uma integral
impropria.

Teorema: f € seccionalmente continua emt =a, se |7(t)| < g(t) quandot= M
para algumas constantes positivas M e se Tg(t)dt converge, entao

T f (t)dt também converge. Por outro lado, se f(t) 2 g(t) =0 parat=M e se

M

_[g(t)dt diverge, entao f f (t)dt também diverge.
M M

Note a semelhangca com o teste de comparagcdo para series!
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1 Transformadas de Laplace

=

Propriedades da transformada de Laplace

Teorema

Suponha que

©Q f é continua por partes no intervalo 0 < t < A para qualquer A
positivo.

Q [f(t)| < Ke®* quandot > M. Onde K, a e M sao constantes
reais com K e M necessariamente positivas.

Entédo a transformada de Laplace L(f)(s) = F(s), existe para s > a.

>

Seja f uma funcao que satisfaz as condicoes do Teorema acima, entao

f é dita admissivel.
11
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Transformadas de Laplace

Para estabelecer este teorema, precisamos mostrar que a integral
O
LR} = F(s) = [ et (t) dt.
J0

Converge para s>a. Separa-se esta integral em duas partes

5 M 5
[ e "fit)dt = [ e ) dt + [ e " f(f)dt.
o () "

) o+ M

A primeira integral converge pela parte 1 do teorema anterior. Pela hipotese 2,
temos, para t = M,

|€_“"If(f)| {_: KE—_WEM — KE'M_"W,

Assim, F(s) existe se Ie(a‘s)tdt convergir, o que exige que a-s<0ous > a.
M

12
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1 Transformadas de Laplace

-

Propriedades da transformada de Laplace

Teorema

Se a transformada de Laplace de f(t) é F(s), paras > a;, e a

transformada de Laplace de g(t) é G(s), para s > ap, entdo para
quaisquer constantes o e 3

L(af + pg)(s) = aL(f)(s) + FL(g)(s) = aF(s) + SG(s),

para s > max{a;,a,}.

Portanto, a Transformada de Laplace é um operador linear!
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Transformadas de Laplace

Propriedades da transformada de Laplace

Teorema
Dadas duas funcdes f(t) e g(t) admissiveis se

B4
9§
gt
y\ /
~
IEL e N Sim
©

L(f)(s)=L(g)(s), paras> a,

entdo f(t) = g(t), exceto possivelmente nos pontos de
descontinuidade.

Portanto, se F(s) é a transformada de Laplace de uma fun¢do ad-
missivel f(t), esta fungdo estd determinada a menos dos pontos de
descontinuidade e dizemos que f(t) é a transformada de Laplace
inversa de F(s) e escrevemos simplesmente

LT(F)(t) = £(1).

considerando duas funcgoees iguais, se elas forem iguais em todos os

pontos onde ambas s3o continuas. 14
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1 Transformadas de Laplace

Exemplo 1

A transformada de Laplace da fungao f : [0,00) — R definida por
f(t) =1 é dada por

—st | —sT —s0 —s0

e

F(s)= | e dt =
() 0o —s

para s > 0.
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1 Transformadas de Laplace

L) = F(s) = [O T et (t) d.

16
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1 Transformadas de Laplace

Exemplo 2

Seja a uma constante real. A transformada de Laplace da funcao
f :[0,00) — R definida por f(t) = e ¢é dada por

oo oo (a—s)t
F(s) = / e e dt =/ e@=o)t gy — €
0 0

e(a—s)T e(a—s)D 1 1

= |im :
T—x g—=s§ d— § d— S s—a

para s > a.

17
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31 Transformadas de Laplace

©

Propriedades da transformada de Laplace

Se a transformada de Laplace de uma fungdo f(t) é

s+3
s2—354+2

F(s) =

entdo vamos determinar a funcao f(t).

Podemos decompor F(s) em fra¢des parciais

s+3 B A B
s2-35+2 s—1 s-—2

s+3=A(s—2)+B(s—1) — A=-4eB=5h.
18
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F(s)=—4

e a funcdo cuja transformada é F(s) é

f(t) = —4e' + 5e".

19
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i Transformadas de Laplace

Derivacao da transformada de Laplace

Teorema

Seja f : [0,00) — R uma fungcdo admissivel é continua
@ Se f'(t) é continua por partes, entio

L(f')(s) = sF(s) — £(0),

em que F(s) é a transformada de Laplace de f(t).

Q@ Se f'(t) € admissivel e continua e f"'(t) é continua por partes,
entao

L(f")(s) = s*°F(s) — sf(0) — '(0),

em que F(s) é a transformada de Laplace de f(t).

20
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Tabela de Transformadas de Laplace

f(t) = LTHF(5)} F(s) = L{f (1))
1
1. 1 —, s >0
S
1
2. " , s >a
S—a
e n!
3. ", n = positive integer el s >0
[ 1
4. 0. p>-—l v+ D) ~ 0
S,r)+1
a
5. sinat s >0
‘ 52 + a? ”
_ S |
6. cosat T s >0
7. sinhat ¢ 2 s > |a|

21
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Tabela de Transformadas de Laplace

fity= L F(s}

8.

cosh at

9. e sin bt

10. G,IU

11. [Ifefl.r“

12.

13.
Prof. Diogo Londero da Silva

cos bt

n = positive integer

u.(r)

u.(H)f(t —c)

F(s)y = L{f (0}

s
s > |a|

b
. s> a
(s —a)? + b?
s —a
s> a

(s —a)> + b2’

n!
s> da

(s —a)"+1’

@_CS
s >0

5' b

e F(s)
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1 Transformadas de Laplace

Tabela de Transformadas de Laplace

fity= L7 F(s} F(s) = L{f()}

14. e“f (1) F(s — c)

15. f(ct) %F G) ¢>0

6. ﬁf(t —1)g(r)dr F(s)G(s)

17. 8(t —c) e

18. f™(0) S"F(s) = 5" (0) = -+ = fOD(0)
19. (=0)"f () F™(s)

23
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1 Transformadas de Laplace

Solucao de problemas de valores iniciais

Exemplo

Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial

y'+y =2y =2t y(0)=0ey(0)=1.

Aplicando-se a transformada de Laplace a equacdo acima obtemos

(2(5) — 57(0) = ¥'(0)) + (sV(s) — y(0)) — 2Y(s) = 2,

Substituindo os valores iniciais obtemos

(s° +5—2)V(s) :§+1
| : ]
Assim Y(8) = a0 T 1) 1) N
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2+ s A B C D

y(s):sg(erQ)(s—l):§+?+5+2+5—1'

Logo,

s°+2=As(s+2)(s—1)+B(s+2)(s— 1)+ Cs°(s — 1) + Ds*(s +2).

Substituindo-se s = —2,0, 1, obtemos

1 1
A=—-——- B=-1 C=——- D=1
2 ’ 2

Assim,
12 112 1
S 2 s42 s—1°

V(s) =

de onde obtemos

1 L oo,
y(t)——E—r—Ee + e
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Lista de exercicios

Lista 10 (Até seccao 6.2).

26
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» Algumas das aplicacoes mais importantes do método das transformadas de
Laplace ocorrem na solucao de equacoes diferenciais lineares sob a acao
de funcbOes descontinuas ou impulsos;

 Equacoes deste tipo ocorrem com frequéncia na analise do fluxo de
corrente em circuitos elétricos ou nas vibracdes de sistemas mecanicos;

- Nesta etapa vamos desenvolver algumas propriedades adicionais das
transformadas de Laplace uteis na solucao de tais problemas.
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1 Transformadas de Laplace

Equacoes com termo nao homogéeneo descontinuo

Para resolver problemas de valor inicial da forma
Ay" + By' + Cy = f(t),

com y(0) = yo, y'(0) = yi e A, B, C € R em que f(t) é uma fungdo
descontinua vamos escrever f(t) em termos da fungdo de Heaviside.

Seja a uma constante maior ou igual a zero. Vamos definir a funcao
degrau (unitario) ou funcdo de Heaviside por

0, arat < a
Ua(t) = { 1 P > Notagao alternativa U, (t) =Uu ('[ — a)

para t > a
28
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u(t) = { 0, parat<a

1, parat>a

Y

a

Figura: Funcao de Heaviside
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Vamos calcular a transformada de Laplace da funcao de Heaviside

f(t) = u,(t).

ara s > 0.
P 30
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Vamos ver como podemos escrever uma funcao descontinua dada por
trés expressoes em termos da funcao de Heaviside. Considere uma
funcdo !
f(t), se0<t<a f.
f(t)={ h(t), sea<t<bh !
f3(t), set>0b ’

Esta funcao pode ser escrita como

f(t) = f(t) — ua(t)fi(t) + ua(t)h(t) — up(t)H(t) + up(t)B(1).

Observe que para “zerar” f;(t) a partir de t = a, subtraimos wu,(t)f(t)
e para “acrescentar” a partir de t = a somamos u,(t)f(t). Para “ze-
rar” f,(t) a partir de t = b, subtraimos u,(t)f(t) e para “acrescentar”
f3(t) a partir de t = b somamos up(t)f(t).

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais
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)0, parat<a
Ua(t)_{ 1, parat> a

32
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Translacao (deslocamento) de f(t) por uma distancia ¢ no sentido de t positivos

Para uma funcgao f, definida para t >0, vamos considerar a funcao g definida por:

0, t < c,
f(t—c), t=c,

Em termos da funcao degrau unitario, g(t) pode ser representada como:

T d g(t) = u(t) f(t - c)

(0 f(O) =

I
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Transformadas de Laplace

Transformada de Laplace da funcao de Heaviside

Translagao (deslocamento) em ¢

Seja a uma constante positiva. Se a transformada de Laplace da
funcdo f : [0,00) — R é F(s), para s > c, entdo a transformada de .
Laplace da funcdo g(t) = u,(t)f(t — a) é mh
G(s) = e *F(s), paras>c. . ’
’ 9(t) = u ) f(t-c)

G(s) — [:J e~tu,()F(t — a) dt = [T’ et (t — a) dt |

— / e SHf(t) dt — e / e SF(t) dt = e *F(s).
0 0

Este teorema diz que a translacao de f(t) por uma distancia a no sentido dos t
positivos corresponde a multiplicacao de F(s) por e2s.

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais
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Transformadas de Laplace

Exemplo

2w 0-[3-2)]

S

Neste exemplo a funcao f(#) = 3¢sofreu uma translacao de a = 2 no sentido dos t
positivos corresponde a multiplicagdo de F(s) = 3/s2 por e,

f(t) = 3t g(t) = ux(t)f(t-2)= ux(1)[3(t-2)]

35
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Transformadas de Laplace

IECIEINEY Translacdo (deslocamento) em s

Seja a uma constante. Se a transformada de Laplace da funcao

f:[0,00) = R é F(s), paras > c, entdo a transformada de Laplace
da fungdo g(t) = e?'f(t) é

G(s) = F(s—a), paras>a+c.

gl

6(s) = |

Este teorema mostra que a translacao da transformada F(s) a uma distancia a
no sentido dos s positivos corresponde a multiplicacao de f(t) por eat

LD

e *fe?f(t) dt :/

e 7AF(t) dt = F(s — a).
0

Teorema util para realizar a transformada inversa de Laplace.

36
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1 Transformadas de Laplace

Exemplo

Encontre a transformada inversa de

1
G(s) =
(5) s°—45+5
Solucao
1
G(s) = —=F(s-2)
(s—2)" +1

Onde F(s) = (s?+1)1. Como L-'{F(s)} = sen (t). Pelo teorema anterior.
g(t) = L{G(s)} = e*'sen(t)

37
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Transformadas de Laplace

Comparacao dos teoremas de deslocamento

Deslocamento em ¢ Deslocamento em s
g(t) = u,(t)f(t — a) g(t) =|e*tf(t)
G(s) =|e"¥F(s), paras>c. G(s) = F(s—a), paras>a+c.
¥ Y 4
FlO) T/\ FO) f/\
. ; : :

38
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Tabela de Transformadas de Laplace

f(t) = LTHF(5)} F(s) = L{f (1))
1
1. 1 —, s >0
S
1
2. " , s >a
S—a
e n!
3. ", n = positive integer el s >0
[ 1
4. 0. p>-—l v+ D) ~ 0
S,r)+1
a
5. sinat s >0
‘ 52 + a? ”
_ S |
6. cosat T s >0
7. sinhat ¢ 2 s > |a|

39
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Tabela de Transformadas de Laplace

fity= L F(s}

8.

cosh at

9. e sin bt

10. G,IU

11. [Ifefl.r“

12.

13.
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cos bt

n = positive integer

u.(r)

u.(H)f(t —c)

F(s)y = L{f (0}

s
s > |a|

b
. s> a
(s —a)? + b?
s —a
s> a

(s —a)> + b2’

n!
s> da

(s —a)"+1’

@_CS
s >0

5' b

e F(s)
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1 Transformadas de Laplace

Tabela de Transformadas de Laplace

fity= L7 F(s} F(s) = L{f()}

14. e“f (1) F(s — c)

15. f(ct) %F G) ¢>0

6. ﬁf(t —1)g(r)dr F(s)G(s)

17. 8(t —c) e

18. f™(0) S"F(s) = 5" (0) = -+ = fOD(0)
19. (=0)"f () F™(s)

41
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1 Transformadas de Laplace

©

EDO sob acao de funcoes descontinuas

Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial

2y" +2y" +2y = f(t), y(0)=0,y'(0) =0,

em que
0, para0<t<3
f(t)=< 2, para3<t<10
0, parat>10.

Esta funcao pode ser escrita em termos da funcao de Heaviside como

f(t) = 2us(t) — 2u10(t).

42
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31 Transformadas de Laplace

Aplicando-se a transformada de Laplace a equacao

f(f) = 2U3(f) — 2!.!10(1'),

obtemos

—3s

2 (2V(s) = 5y(0) — y'(0)) +2(sV(s) ~y(0))+2(s) = 2=~ 2

Substituindo os valores y(0) = 0 e y’(0) = 0 obtemos

—3s —10s

e — €

(252 +2s + 2) Y(s) =2 -

Assim,

43
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1 Transformadas de Laplace

Definindo
1
H(s) = .
(5) s(s?+s+1)
E assim
e—3s _ e—le
Y( = (e —e %) H(s) = e *H(s) — e ' H(s).

5) = s(s2+s+1)

Depois de encontrar a fun¢do h(t) cuja transformada de Laplace é
H(s), a solucdo do problema de valor inicial é

y(t) = us(t)h(t — 3) — uio(t)h(t — 10).

44
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1 Transformadas de Laplace

Vamos a seguir encontrar a fungdo h(t) cuja transformada de Laplace
é H(s).

Como s® + s + 1 tem raizes complexas, a decomposicdo de H(s) em
fracoes parciais € da forma

A Bs + C
H = — .
() s+s2+s+l

Multiplicando-se H(s) por s(s® + s + 1) obtemos

1=A(s>+s+1)+(Bs+ C)s

Substituindo-se s = 0 obtemos A = 1. Comparando-se os termos de
grau 2 e de grau 1 obtemos B=—1e C = —1.

45
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s+ 1 1 s+ 1

1

s s2+s+1 s (s+1/2)2+3/4
1 s+1/2 1/2
s
1
s

(s+1/2)2+3/4 (s+1/2)2+3/4
s+1/2 1 V3/2
C(s+1/2)2+3/4 /3(s+1/2)2+3/4

De onde obtemos que a funcdo cuja transformada de Laplace é H(s)

g 1m e (20) - Lo ()

e usando o segundo Teorema de Deslocamento temos que a solucao
do problema de valor inicial € dado por

y(t) = wz(t)h(t — 3) — wo(t)h(t — 10).

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais
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y(t) = us(t)h(t — 3) — wo(t)h(t — 10).

y(t)=u3(t){1—e(t3)’2 cos(\/g(t 3)] \/1§e -3y sen[f(t—3)ﬂ—um( ){1 g (7102 cos(\/f(t—lo)J—%e(tlo)’zsen(g(t—lo)ﬂ

1,4

1,2

w0

o |
oo
ol

0’ 0 / . : \ : /‘—\' ‘ .
0 / 5 fo \/ 20 25 30
/

-0,2

Acao da funcao degrau nos tempos 3 e 10.

-0,4

a7

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Lista de exercicios

Lista 10 (Até seccao 6.4).

48
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Decomposicao em fracoes parciais

-agéo de Fun¢oes Racionais
por Fracoes Parciais
Para vermos como o metodo de fragOes parciais funciona

em geral, consideremos a func¢ao racional

_ P(x)
Q(x)

f(x)

onde P e Q sdo polinémios. E possivel expressar f como
uma soma de fracdes mais simples, desde que o grau de P

seja menor que o grau de Q. Essa funcao racional é
denominada propria.
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Decomposicao em fracoes parciais

-agéo de Funcoes Racionais
por FracOes Parciais
Lembre-se de que se

P(x)=ax"+a,_x"~1+--+a,x+a,

onde a, # 0, entdo o grau de P e n e escrevemos

ar(P) = n.

Se ffor imprdprio, isto &, gr(P) > gr(Q), entdo devemos
fazer uma etapa preliminar, dividindo Q em P (por divisao
de polindmios) ate o resto R(x) ser obtido com

gr(R) < gr(Q).
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Decomposicao em fracoes parciais

-ar;éo de Funcoes Racionais
por Fragoes Parciais

O resultado da divisao é

R(x)

onde S e R também sao polinébmios.

Como o exemplo a seguir mostra, algumas vezes essa
etapa preliminar € tudo que precisamos.
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Decomposicao em fracoes parciais

A préoxima etapa e fatorar o denominador Q(x) 0 maximo
possivel. E possivel demonstrar que qualquer polinémio Q
pode ser fatorado como um produto de fatores lineares (da
forma ax + b) e fatores quadraticos irredutiveis (da forma
ax? + bx + ¢, onde b? — 4ac < 0). Por exemplo, se

Q(x) = x* — 16, poderiamos fatorar como

QX)=(x2—=4)(x2+4)=(x=2)(x + 2)(x? + 4).
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Decomposicao em fracoes parciais

A terceira etapa e expressar a funcao racional propria

R(x)/Q(x) (da Equacao 1) como uma soma das fragoes
parciais da forma

A Ax + B
(ax + b)' ou (ax? + bx + ¢)’

Um teorema na algebra garante que € sempre possivel

fazer isso. Explicamos os detalhes para os quatro casos
que ocorrem.
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Decomposicao em fracoes parciais

CASO | O denominador Q(x)é um produto de
fatores lineares distintos.

Isso significa que podemos escrever

Q(x) = (a1x + by)(@x + b,) - (ax + by)

onde nenhum fator e repetido (e nenhum fator € multiplo
constante do outro).
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Decomposicao em fracoes parciais

Nesse caso, o teorema das fragcOes parciais afirma que

existem constantes A,, A,, . .., A, tails que
R(. ) _
; (Y _ A z A> B e & Ag
Q(x) ax + b, a>x + b, arx + by

Essas constantes podem ser determinadas como no
exemplo seguinte.
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¥ Decomposicao em fracoes parciais

Al
3
y\
R
oI i
©

x°+ 2x — 1

Calcule 1 -
2x7 + 3x° — 2x

SOLUCAO: Como o grau do numerador € menor que o
grau do denominador, nao precisamos dividir. Fatoramos o
denominador como

2X3 + 3x%2 —2x = x(2x% + 3x = 2) = x(2x = 1)(x + 2).
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Decomposicao em fracoes parciais

P
<

!mplo 2 — Solucgdo

Como o denominador tem trés fatores lineares distintos, a
decomposicao em fragdes parciais do integrando [2] tem a
forma

continuacao

x* 4+ 2x — 1 _A+ B C
x(2x — D(x + 2) X 2x — 1 x+2

Para determinarmos os valores de A, B e C, multiplicamos
os lados dessa equacao pelo produto dos denominadores,
x(2x —1)(x + 2), obtendo

A X2+ 2x—=1=A2x=1)(x+2) + Bx(x + 2) + Cx(2x - 1). l
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continuacac

Expandindo o lado direito da Equacéao 4 e escrevendo-a na
forma padrao para os polinébmios, temos

5] x2+42x—1=(2A+B+2C)x2 + (3A + 2B — C)x — 2A.

Os polinbmios na Equacao 5 s&o idénticos, entao seus
coeficientes devem ser iguais. O coeficiente de x? do lado
direito, 2A + B + 2C, deve ser igual ao coeficiente de x? do
lado esquerdo, ou seja, 1. Do mesmo modo, 0s
coeficientes de x sao iguais e os termos constantes
tambem.
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Decomposicao em fracoes parciais

7

=4

,
0 ¢

!mplo 2 — Solugéo

Isso resulta no seguinte sistema de equacdes para A, B

S
2
2
i 6
o

continuacac

e C:
2A+B+2C=1
BA+2B-C=2
—2A = -1
Resolvendo, obtemos, A = '—h B = :1” e C= —%3 e assim
x*+2x — 1 R U0 U U SRR S
2x + 3x* — 2x , 2 x 5 2x — 1 10 x +2

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Decomposicao em fracoes parciais

OBSERVACAO Podemos usar um método alternativo
para encontrar os coeficientes A, Be C no Exemplo 2. A
Equacao 4 € uma identidade; € verdadeira para cada valor
de x. Vamos escolher valores de x que simplificam a
equacao. Se colocarmos x = 0 na Equacao 4, entao o
segundo e terceiro termos do Iado direito desaparecerao e

a equacao sera —2A =-1, ou A =5 . Da mesma forma,
x =1 da5B/4 —J'r ex=-2 resulta em 10C = -1, assim
B = .;J e C= _1
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Decomposicao em fracoes parciais

CASO Il Q(x) € um produto de fatores lineares, e
alguns dos fatores sao repetidos.

Suponha que o primeiro fator linear (a;x + b,) seja repetido
rvezes; isto e, (a,x + b,)" ocorre na fatoracao de Q(x).
Entdo, em vez de um unico termo A,/(a.x + by) na Equacgao
2, usariamos

A[ Al A.l'
+ —+ -+ _
a1 X + E?] ({.’-]I + b])_ [H].JC + n‘f!}'])j
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Para ilustrarmos, poderiamos escrever

x¥»-x+1 A B C D E
.} — =+ =+ + — + ﬂﬁ
¥4x— 1) x x* x-1 (x — 1) (x — 1)
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Decomposicao em fracoes parciais

CASO lll Q(x) contém fatores quadraticos irredutiveis,
nenhum dos quais se repete.

Se Q(x) tiver o fator ax? + bx + ¢, onde b? — 4ac < 0, entao,
além das fragOes parciais nas Equacbes 2 e /7, a
expressao para R(x)/Q(x) tera um termo da forma

Ax + B
ax> + bx + ¢

em que A e B sao as constantes a serem determinadas.
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Decomposicao em fracoes parciais

Por exemplo, a funcao dada por f(x) = x/[(x — 2)(x2 + 1)(x? +
4)] tem uma decomposicao em fragOes parciais da forma

X A +BI+C+DI+E
x=2)x*+1Dx*+4) x—-2 x*+1 x*+4
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Decomposicao em fracoes parciais

emplo 6

4x* — 3x + 2
- (
4x- —4x + 3

Ix.

Calcule

SOLUCAO: Como o grau do numerador ndo é menor que
0 grau do denominador, primeiro dividimos e obtemos

4 = 3x +2 x— 1

A + A
dx —4d4x + 3 dx- —4x + 3
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§~ Decomposicao em fracoes parciais

"EXeémplo 6 — Solugéo

continuacao

Observe que o quadratico 4x2 —4x + 3 é irredutivel, pois

seu discriminante € b? — 4ac = =32 < 0. Isso significa que
este nao pode ser fatorado, entdo n&o precisamos usar a
técnica de fracdes parciais.

Para integrarmos a funcao dada completamos o quadrado
no denominador:

4> —4x +3=(2x—-1)% + 2.

67

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Decomposicao em fracoes parciais

CASO IV Q(x) contém fatores quadraticos irredutiveis
repetidos.

Se Q(x) tiver um fator (ax? + bx + ¢)’, onde b? — 4ac < 0,
entdo, em vez de uma unica fracao parcial [9], a soma

A|X + B| AJI + Bg A,—I T B,-
7, —|_ b 7 _|_ T —|_ 7 %
ax” + bx + ¢ (ax” + bx + ¢)° (ax” + bx + ¢)'

1"

ocorre na decomposicao em fracdes parciais de R(x)/Q(x).
Cada um dos termos|l1] pode ser integrado usando uma
substituicao ou completando primeiramente o quadrado, se
necessario.

.
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Decomposicao em fracoes parciais

emplo 8

1l —x + 2x° — x°
x(x* + 1)°

Calcule
SOLUCAO: A forma da decomposicdo em fracdes parciais é

| —x+2x>—x A " Bx + C Dx + E

+ :
x(x* + 1)° x x+1 (x> + 1)’
Multiplicando por x(x? + 1)2, temos
X2+ 2x2—x+1=AX?+1)2+ (Bx+ C)x(x2+ 1)+ (Dx + E)x
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Decomposicao em fracoes parciais

&
gmplo 8 — Solugdo

=AX*+2x2+ 1)+ B(x* + x3) + C(x® + x) + Dx?+ Ex

continuacao

=(A+B)x*+Cx3+ (2A+B+D)x?+ (C+ E)x + A.
Se igualarmos os coeficientes, obteremos o sistema
A+B=0, C=-1, 2A+B+D=2, C+E=-1, A=1,

quetemasolucdgo A=1,B=-1,C=-1,D=1e
E=0.
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Decomposicao em fracoes parciais

Links uteis

https://www.youtube.com/watch?v=xzlgeNtOR1s
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https://www.youtube.com/watch?v=xzIqeNtOR1s

