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Lista 11

Seccdo 7.1
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Problemas

Nos problemas de 1 a 4, transforme a equa¢do dada em um sistema
de equagdes de primeira ordem.

1. W’ +0,5u" +2u=0

2. u" +0,5u" +2u=23sent

3. U+t + (P =-025u=0

4. U —u=0
Em cada um dos Problemas 5 e 6, transforme o problema de valor
inicial dado em um problema de valor inicial para duas equagdes de
primeira ordem.

5. u”" +0.25u" + 4u = 2¢cos 31, w@®=1 u'0)=-=2

b u” + phu + gl = g1), u) = uy, ') = u

7. Sistemas de equagdes de primeira ordem podem ser transfor-
mados, algumas vezes, em uma unica equagdo de ordem mai-
or. Considere o sistema

! 4
X, =—2x, + x,, X, =X — 2x,.

(a) Resolva a primeira equag@o para x, e substitua na segunda
equagio, obtendo, assim, uma equagdo de segunda ordem para
x,. Resolva essa equagio para x, e determine x,.

(b) Encontre a solugio do sistema dado que também satisfaz as
condigdes iniciais x,(0) = 2, x,(0) = 3.

(c) Esboce a curva, para t = 0, dada em forma paramétrica pe-
las expressoes para x, ¢ x, encontradas em (b).



17. As Egs. (1) podem ser deduzidas desenhando-se um diagrama
mostrando as forgas agindo sobre cada massa. A Fig. 7.1.3a
mostra a situacio quando os deslocamentos x, e x, das duas
massas sdo ambos positivos (para a direita) e x, > x,. Nesse caso,
as molas | e 2 estdo alongadas e a mola 3 estd comprimida,
gerando as forgas ilustradas na Fig. 7.1.3b. Use a lei de Newton
(F = ma) para deduzir as Egs. (1).

| : |
i
(a)
k[xl m Fl(t) k2(12 - x,) m i Fg_(f)-b
- L B 2 it =
k2(12 - x]) ‘ k3‘x2
(b)

FIG. 7.1.3 (a) Os deslocamentos x, e x, sdo ambos positivos. (b) O
diagrama de forgas para o sistema massa-mola.

Eas (1)
f’”1% = ky(xp — x1) — kyxq + Fy (1)
= — (k1 + kp)x1 + kaxy + Fi (D).
f‘”z% = —k3xa — ka(x2 — x1) + F2(1)

= koxy — (ko 4+ k3)xa + Fa(1).



18. Transforme o sistema (1) em um sistema de equagdes de pri-
meira ordem fazendo y, = x,, y, = x;, 3, = xje y, = x..

Circuitos Elétricos. A teoria de circuitos elétricos, do tipo ilustra-
do na Fig. 7.1.2, consistindo em indutores, resisténcias e capacitores,
baseia-se nas leis de Kirchhoff: (1) o fluxo total de corrente atraves-
sando cada né (ou jungdo) € zero e (2) a diferenca de tensdo total em
cada laco fechado é zero. Além das leis de Kirchhoff, temos, tam-
bém, a relacdo entre a corrente / em amperes passando em cada ele-
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Fig 7.1.2

mento do circuito ¢ a diferenga de potencial V naquele elemento, a
saber,

V= RI, R = resisténcia em ohms;
dv : ; 2
7y =T C = capacitancia em farads”;
dl : .

LE =Y. L = indutincia em henrys.

As leis de Kirchhoff e a relagdo entre corrente e diferenca de tensdo
em cada elemento do circuito fornecem um sistema de equagdes al-
gébricas e diferenciais das quais pode-se determinar a diferenca de
tensdo e a corrente em todo o circuito. Os problemas de 19 a 21 ilus-
tram o procedimento que acabamos de descrever.



19. Considere o circuito ilustrado na Fig. 7.1.2. Sejam 7,, 1, e [, as
correntes atravessando, respectivamente, o capacitor, a resis-
téncia e o indutor. Analogamente, sejam V,, V, e V, as diferen-
¢as de tensdo correspondentes. As setas denotam as direces,
escolhidas arbitrariamente, nas quais as correntes e diferencgas
de tensdo serdo consideradas positivas.

(a) Aplicando a segunda lei de Kirchhoff no lago superior do
circuito, mostre que

V-VW= 0. (1)
De maneira andloga, mostre que
V,-V,=0. (i1)

(b) Aplicando a primeira lei de Kirchhoff em qualquer dos nés
do circuito, mostre que

Y (i)

(c) Use a relacdio entre a corrente e a diferenca de tensdo em
cada elemento do circuito para obter as equacoes

Ccv, =1,. Vs = RI,. Ln =V, (iv)
(d) Elimine V., V, I e . das equacées de (i) a (iv) para obter

V
CVi=-L-—4. LL=V. (v)

Observe que, se omitirmos os indices nas Egs. (v), entdo tere-
mos o sistema (2) desta secao.

22. Considere os dois tanques interligados ilustrados na Fig. 7.1.6.3 O
tanque 1 contém, inicialmente, 30 gal (= 136 1) de dgua e 25 oz (=
709 g) de sal, e o tanque 2 contém, inicialmente, 20 gal (=91 I)de
dgua e 15 oz (= 425 g) de sal. Entra no tanque 1 uma mistura de
dgua contendo 1 oz/gal (= 6 g/l) auma taxade 1,5 gal/min (=31 V
min). A mistura flui do tanque 1 para o tanque 2 auma taxade 3 gal/
min (== 62 /min). Entra, também, no tanque 2, vinda de fora, uma
mistura de dgua contendo 3 oz/gal (= 19 g/l) a uma taxa de 1 gal/
min (= 4,5 I/min). A mistura escorre do tanque 2 a uma taxa de 4
gal/min (= 18 V/min) e parte dela volta para o tanque 1 a uma taxa
de 1,5 gal/min (= 31 I/min), enquanto o restante deixa o sistema.
(a) Sejam Q,(r) e Q,(1) as quantidades de sal nos tanques | e 2,
respectivamente, no instante ¢. Escreva as equagoes diferenciais
e as condigdes iniciais que modelam o processo de fluxo. Obser-
ve que o sistema de equagoes diferenciais € ndo-homogéneo.
(b) Encontre os valores de Q, e Q, para os quais o sistema estd
em equilibrio, isto €, ndo varia com o tempo. Sejam QF e Qf
0s valores de equilibrio. Vocé pode prever qual tanque atingird
seu estado de equilibrio mais rapidamente?

(¢) Sejam x,(1) = Q,(1) — OF exy(t) = Qy(r) — Q7. Determine
um problema de valor inicial para x, e x,. Observe que o siste-
ma de equagdes para x, e x, ¢ homogéneo.



1,5 gal/min
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Tanque 2

FIGURA 7.1.6 Dois tanques interligados (Problema 22).

Seccdo 7.2 (Revisao opcional de sistemas lineares)

Problemas

AT B T o AL RTINS T <

Nos problemas de 1 a 5, resolva o conjunto de equagdes dado ou

mostre que ndo tem solugio.

X, — X3 =0
3x|+ X, + x4 =
—xl+ x2+213 =2

3. N +2x0— x; = 2

2x, + x4+ x; =
x, - x2+2x3 = -]
5. x - =0

1
I+ x+ x; =0
—x, + X, +2x, =)

2

4.

x|+2x2— x; =1
X = n+2xy =1
2x, + x4+ X5 =0
Xy~ x,+2x, =0



Nos problemas de 15 a 24, encontre todos os autovalores e

autovetores da matriz dada.

S

-2 1 1
" (1) (G >
1 /3 3/4
- (ﬁ -1) » (3 )
(3 2 2
21. 22. 1 &
\-2 -4 ~I
11/9 —-2/9 8/9 (3 2 4
23. | -2/9 2/9 10/9 4. [2 0 2
8/9 109 5/9 \4 2 3
Seccdo 7.5
Problemas

Nos problemas de 1 a 6, encontre a solugio geral do sistema de equa-
¢des dado e descreva o comportamento das solucoes quando t — o=,

Além disso, desenhe um campo de dire¢oes e faga o gréfico de algu-
mas trajetdrias do sistema.

&l x’=(g :g)x
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Nos problemas de 9 a 14, encontre a solugdo geral do sistema de
equagoes dado.

9, X' = 1 ¢ X 10. X' = 2 2+': X
—f | o e B |

1 1 2 3 2 4
11. xX=11 2 1|x 12. ¥=12 0 2]x
2 I 1 4 2 3
1 1 1 1 -1 4
13. x' = 2 I =]z 314 x=13 2 —1|x
& 2§ -3 T

Nos problemas de 15 a 18, resolva o problema de valor inicial dado.
Descreva o comportamento da solugdo quando ¢ — <,

o 48—l = 2
5. ¥ = (3 1) X, x(0) = (—l)

(=2 1 (1
16. k= (_5 4)x, x(0) = (3)

1 1 2 2
17. ¥=| 0 2 2]x, x(0)= 10
-1 1 3 1
0 0 -1 7
I 2 0 0] x, x0)=1]5
—1 2 4 5

Obs: Todos os exercicios foram extraidos [Boyce, W.E., DiPrima, R.C., Equacbes

diferenciais elementares e problemas de valores de contorno , 82 ed.]
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