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Introducao

Motivacao
1. ED de segunda ordem apresentam uma estrutura teorica rica;

2. Uma parte substancial desta estrutura pode ser compreendida com um nivel

matematico relativamente elementar;

3. EDs de segunda ordem sao essenciais para qualquer estudo sério das

diferentes areas da fisica matematica;

4. Nao se pode ir muito longe no desenvolvimento de mecanica dos fluidos,

condugdo de calor, movimento ondulatério ou fendbmenos de

eletromagnetismos sem esbarrar em EDs de segunda ordem.
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1 Equacoes lineares de segunda ordem

Introducao

Uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem tem a forma:

2
(2] C
dt’ d

A Eq. 1 sera linear se a funcao fapresentar a forma:

f(0n. 9 =-p 0% -ay+a ()

Ou seja, a eq.1 é linearem y e y’, uma vez que g, p € q dependem apenas de ¢

Permitindo que a eq. 1 seja reescrita como:

2| PRY"+QM)Y+REY=G(t) ou y"+pt)y+a(t)y=g(t) 3
4
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Equacoes lineares de segunda ordem

Introducao

Um problema de valor inicial consiste em uma equacao como as egs. (2) ou (3)

2 | P()y™+Q(t)y+R(t)y =G(t) y*+p)y'+qt)y=g() |3

junto com as condicoes inicias:

Y(to) =Y e yl(to) — y'o 4

Note que as condicOes iniciais para uma equacao de segunda ordem nao indicam
apenas um ponto particular (t,, y,), mas também o coeficiente angular y’, da reta

tangente naquele ponto. Duas constantes exigem duas condicoes iniciais.
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Equacoes lineares de segunda ordem

Introducao

Uma equacéo linear de segunda ordem é dita homogénea se a funcao g(t) na Eq.
3 ou a funcao G(t) na Eq. 2 forem iguais a zero para todo t. Caso contrario, sera
uma equacao nao-homogénea. Por este motivo os termos ¢g(t) e G(t), muitas

vezes sao chamados de termos ndo homogéneos.

Iniciaremos nossa discussao com equacOes lineares de segunda ordem.

Reescrevendo a Eq. 2 com G(t)=0 obtem-se:

Pt)y"+Qt)y+R(t)y=0 [5

Mais adiante veremos que a solu¢cao de uma equacao nao-homogénea exige a

solugcao da equacao homogénea correspondente. Por este motivo, a solucao da

equacao homogénea € mais fundamental.
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Equacoes lineares de segunda ordem

Solugao
Antes de resolvermos a eq. 5 vamos refletir sobre as possiveis solucoes da

equacao

y'-y=0 |7

Pergunta: Qual fung&o cuja segunda derivada (y”) € igual a ela mesma (y’)?

Riyq(t) = €, y,(t) = e

Também serao respostas, quaisquer combinacoes lineares do tipo:

y(t) = cet + c,et Verifique!
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Equacoes lineares de segunda ordem

Dois fatos basicos permitem-nos resolver equacdes lineares homogéneas. O
primeiro € que, se conhecermos duas solugoes y, e y, de tal equacgao, entao a

combinacéo lineary = c,y, + c,y, também é uma solugéo.

[ﬂ Teorema Se y;(x) e y2(x) sdo ambas solu¢des da equacdo linearlhomogéneal (2| e
¢\ € ¢; sdo constantes quaisquer, entdo a funcao

y(x) = cini(x) + caya(x)

€ também uma solucdo da Equacao 2.

O outro fato de que precisamos € dado pelo seguinte teorema. Ele diz que a
solucdo geral € uma combinacao linear de duas solucbes linearmente

independentes y, e y,.
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Equacoes lineares de segunda ordem

Isso significa que nem y, nem y, sdo multiplos por constantes um do outro. Por
exemplo: as fungoes f (x) = x2 e g(x) = 5x? sao linearmente dependentes, mas f (x)

= eX e g(x) = xeX sao linearmente independentes.

4 | Teorema Se y, e y, forem solugdes linearmente independentes da Equacdo 2 em um
intervalo, e P(x) nunca for 0, entdo a solugédo geral serd dada por

y(x) = ciyix) + cayax)

onde ¢, € ¢; sdo constantes arbitrarias.

O Teorema 4 é muito util, pois diz que, se conhecermos duas solucoes

particulares linearmente independentes, entao conheceremos todas as solugoes.

Em geral, ndo é facil descobrir solucdes particulares de uma equacao linear de

segunda ordem.
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Wronskiano

O Wronskiano também pode ser empregado para determinar se duas funcdes sao
linearmente independentes (L.1.)

Para duas fungoes y, e y,, 0 Wronskiano é definido pelo determinante

Yy Y2

— gt — et -
yi Ué = Y1Ys — Y2

W(yl, yz) =

y, ey, seraoL.l. se W = 0.

Ex:

et
W(e'e')=| =—e'e'—eg'et =-2

e —€
ComoW =0, y,=etey,=e-tsao L.l. para qualquer valor de t!

10
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Neste momento inicial, a nossa atencdo sera concentrada nas equacoes has

quais as funcgoes P, Q e R sao constantes. Neste caso a Eq. 5 torna-se

ay"+by'+cy=0 6 PROy"+Qt)y+R(t)y=0 | 5

e sempre sera possivel descobrir duas solugdoes particulares linearmente

independentes, que permitirao determinar a solugao geral.

11
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Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Aplicacoes
g k
v |
X v
Sistema Sistema massa
massa mola mola amortecido d(mv)
mv)_
dt =L F
" \ d?x dXx  Segunda lei de
ay"+by'+cy=0] 6 N mF:_kX Ra gNewton
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Estamos procurando uma funcao y tal que uma constante vezes sua segunda
derivada y”’ mais outra constante vezes y’ mais uma terceira constante vezes y €

igual a 0.
Como vimos, a funcao exponencial y = e é forte candidato a solucao pois:
y=re* e y’=rie™x
Se substituirmos essas expressdes na Equacao 6, veremos que y = e* € uma
solugao se
are™ + bre™ + cer* =0
ou
(ar2+br+c)e*=0

13
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Mas e™ nunca € 0. Assim, y = e™ & uma solucao da Equacao 6 se r € uma raiz da

equacao

ar’+br+c=0 7

€ denominada equacao auxiliar (ou equacao caracteristica) da equacao diferencial
ay” + by’ + cy = 0. Observe que ela € uma equacao algébrica que pode ser obtida

da equacao diferencial substituindo-se y” por r2, y’ porr, e y por 1. (Verifique!)

14
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Algumas vezes as raizes r, e r, da equagao auxiliar podem ser determinadas por
fatoragcao. Em outros casos, elas sao encontradas usando-se a formula quadratica

(Formula de Bhaskara):

—b + /b? — dac —b — \/b? — 4ac 3
-F| _ _p? =
2a 2a

Separamos em trés casos, de acordo com o sinal do discriminante b? - 4ac.

15
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

CASO Il:b%-4ac>0

Nesse caso as raizes r, e r, da equacao auxiliar sao reais e distintas, logo

X X
9] Yy, =¢€" y, =€? 10

sao duas solucdoes linearmente independentes da Equacao 6. Portanto, pelo

Teorema 4, temos o seguinte fato:

8| Se asraizesr, e r, da equacio auxiliar ar* + br + ¢ = 0 forem reais e distintas,
entio a solucdo geral deay” + by’ + cy =06

}’ — CIEFLI + CEEFEI
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO |: b2-4ac>0

Resolva a equacéao y’+ 3y’ + 2y = 0.

SOLUCAO: A equacdo auxiliarér2 + 3r+2 = (r+1)(r+2)=0

cujas raizes sao r = -1, -2. Portanto, a solucao geral da equacao diferencial dada &

y = Cie% + Cr e

Poderiamos verificar que isso € de fato uma solucao derivando e substituindo na

equacao diferencial
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO I: b? - 4ac > 0 (superamortecido)

Os graficos caracteristicos de x como funcéo de f estao
mostrados na Figura 4. Observe que nao ocorrem
oscilacdes.

O I

(a) Superamortecimento

18
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

CASOIIl: b2-4ac=0

Neste caso r, = r,; isto €, as raizes da equacao auxiliar sao reais e iguais. Vamos

denotar por r o valor comum de r, e r,. Entdo, das Equacgdes 8, temos:

r=-—-—-— entaio 2ar + b =10

Sabemos que y, = e™ & uma solugao da’ Equacao 6. Agora verifiquemos que

y, = Xe™ também €& uma solugao:

;X ay? + by: + ¢y, = a(2re™

= (2ar’+ b)e™ + (ar® + br + c)xe™

= 0(e™) + 0(xe™) =0

+ rixe™) + ble™ + rxe™) + cxe™

19
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

CASOIIl: b2-4ac=0

O primeiro termo € 0, pois 2ar+b=0 ; o segundo termo é 0, pois r € uma raiz da
equacao auxiliar. Uma vez que y, = e* e y, = xe™ sdo solugoes linearmente

independentes, o Teorema 4 nos fornece a solugao geral.

10| Se a equacdo auxiliar ar® + br + ¢ = 0 tem apenas uma raiz real r, entfio a so-
lugiio geralde ay” + by’ + cy = 0¢€

y=ce" + caxe”
<\

&
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1 Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO Il: b2-4ac=0

Resolva a equacéo 4y” + 12y’ + 9y = 0.

SOLUCAO: A equacao auxiliar € 4r2 + 12r + 9 = 0 pode ser
fatorada como

(2r+3)2=0

de modo que a Unica raiz € r= — > Por [10], a solugéo
geral é

- 3x/2 ~3x/2
y = c,e73%2 + c,xe32

21
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO lI: b2 - 4ac = 0 (Amortecimento critico)

O amortecimento € sO o suficiente para suprimir as vibracoes.
Qualquer decréscimo na viscosidade do oOleo gera vibragcbes no
sistema.

x(y

” ~ T,=2m0,

T, 27,

B (b) Amortecimento critico

TX FIGURA 4
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

CASO lll: b2-4ac<0

Nesse caso, as raizes r, e r, da equagao auxiliar sao
numeros complexos. Podemos escrever

onde « e [ sao numeros reais. [Na verdade,
a = —b/(2a), B = y4ac — b*/(2a).] Entdo, usando a equacao de
Euler

e'®=cos @+ isen @

23
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1 Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

CASO lll: b2-4ac<0

Escrevemos a solucao da equacéo diferencial como
y=C,e"" + Ce”" = C,ela*Bx + C,ela~ipx
= C,e¥*(cos px +isen px) + C,e?(cos px — i sen fx)
= ex[(C, + C,) cos px +i(C, — C,) sen pX]

= e*X(c, COs pX + c,sen [X)
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

CASO lll: b2-4ac<0

Isso nos da todas as solugdbes (reais ou complexas) da

equacao diferencial. As soluc¢des serao reais quando as
constantes c, e ¢, forem reais. Resumiremos a discussao

da seguinte forma:

11| Se as raizes da equagéo auxiliarar® + br + ¢ = 0 forem os niimeros complexos
r = a + ip,r, = a — if, entdo a solugdo geral de ay” + by’ + cy = 0 sera

y = e"*(¢; cos Bx + ¢z sen Bx)

25

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




1 Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO lll: b%-4ac<0

Resolva a equacao y" — 6y’ + 13y = 0.

SOLUCAO: A equacao auxiliar & r2 —6r + 13 = 0. Pela
formula quadratica, as raizes sao

6+.36—52 6x,/-16
r= 5 -———=3%2

Por |11}, a solugao geral da equacao diferencial €

y = e¥(c, cos 2x + ¢, sen 2x)

26
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Equacoes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO llI: b?-4ac < 0 (Subamortecido)

A solucao e dada por

x=e"®M"(c coswt +c,senat)

: TP : —(b/m)t | e
Vemos que ha oscilagées amortecidas pelo fator € | e
Uma vez que b>0e m >0, temos —(b/m)t< 0, logo, L A Ty
ol [ ] LL—==—"
e ('™t — 0 quando t »cc. o\

FIGURA 5
Subamortecimento

27
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Equacoes lineares de segunda ordem

Observacdes praticas sobre o sistema massa mola amortecido

Como as constantes m (massa), k (mola) e R (amortecedor) da equacao abaixo

sempre sao positivas
P P d?x dx

m—+R—+kx=0
dt dt

As raizes da equacéo caracteristica sempre serdo negativas, pois R >+vR*-4mk

2 , , .
, - ZREVR - 4mk sempre resultara em raizes com parte real negativa
2m

que geram um exponencial negativo na solucao do problema (confira).

Logo ¢

11

Este resultado faz com que o movimento em um sistema amortecido cesse

guando t—oo, confirmando a nossa expectativa de que o amortecimento dissipa
'y *

gradualmente a energia do sistema.

28
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Comparando os trés casos

Amplitude

Owvear-Damped

Under Dramped

Superamortecido: Muito lento

Amortecimento critico: Retorna a posicao de equilibrio no menor tempo (pode

haver overshoot)

Subamortecido: Permite oscilacao que é indesejavel em grandes amplitudes.

Prof. Diogo Londero da Silva

Time
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno

Um problema de valor inicial para a Equagéo 1 ou 2 de
segunda ordem consiste em determinar uma solucgao y da
equacéo diferencial que satisfaca as condi¢des iniciais da
forma

¥(Xo) = Yo Y'(X0) = ¥4

onde y, e y,sao constantes. Se P, Q, R e G forem
continuas em um intervalo onde P(x) # 0, entao um
teorema encontrado em livros mais avangados garante a
existéncia e a unicidade de uma solugao para esse
problema de valor inicial.

30
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes
Problemas de valores iniciais e valores de contorno

Resolva o problema de valor inicial

y'+y-6y=0 y0)=1  y(0)=0

SOLUCAO: Do exemplo do Caso |, sabemos que a solugdo geral
da equacéo diferencial €

Y(X) = 016 + 0,6

Derivando essa solugao, obtemos

Y'(X) = 2¢,6%¥ — 3c,673%
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes
Problemas de valores iniciais e valores de contorno

Para satisfazer as condi¢gdes iniciais exigimos que

12 y(0)=c,+c,=1

13 y'(0)=2¢,-3c,=0

De |13|, temos ¢; = %cl, logo, | 12| resulta em

un| k2

2 3
a+ic=1 C1 =3 Cr =

Assim, a solucao pedida do problema de valor inicial €

3 2x 2 —3x
y=g3se " T3se 32
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno

Um problema de valor de contorno para a Equacao 2 ou 3 consiste em determinar
uma solucao y da equacao diferencial que também satisfaca as condicoes de

contorno da forma

y (Xo) = Yo y (X1) =y,

Em contraste com a situacao para problemas de valor inicial, um problema de

valor de contorno nem sempre tem uma solucao.

33
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1 Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno

Resolva o problema de valor de contorno
y'+2y'+y=0 y(Q) =1 y(1)=3
SOLUCAO: A equacao auxiliar &
r+2r+1=0 ou (r+132=0
cuja unica raiz € r = —1. Alem disso, a solucao geral €
y(X) = c,e™* + coxe ™

34
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno

As condi¢bes de contorno s&o satisfeitas se
y(0)=c,=1
y(1)=c,e'+c,e’=3

A primeira condicao resulta em ¢, = 1, de modo que a
segunda condicao torna-se

e +ce'=3

35
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacdes lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno

Isolando ¢, nessa equacao, primeiro multiplicando ambos
0S membros por e, obtém-se

1+c,=3e logo c¢,=3e—-1
Assim, a solucao do problema de contorno é

y=eX*+ (3e—1)xe™

36
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Equacoes lineares de segunda ordem

37
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

As Equacoes de Cauchy-Euler sao EDOs da forma:

w2y +axy’ +by =0

que podemos reconhecer como uma E.D.O linear homogénea de

segunda ordem, com coeficientes variaveis.

Analisando a equacao é razoavel supor uma solucédo da forma

y=x
! m—1
y = ma™

Yy =m(m —1)z™?

38
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

Substituindo na E.D.O para achar o valor de m

r*m(m — 2™ 2 + azma™ ' + ba™ = 0

(m?* — m)x'™ + amz" + bx™ =0

Dividindo por =™
m? +m(a—1)+b=0 (Equacao Auxiliar)

Que é uma equacao de 20 Grau para m , aplicando Bhaskara

_(a—1)+\/(a—1)2—4b (a—1)—+/(a—1)%2 —4b
2

my, = mo — — 9

39
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

Caso 1: As duas raizes sdo reais e distintas (¢ — 1)* —4b > 0

(a—1)++/(a—1)2 —4b

mp = —

Temos entao duas solucgoes L.I. (uma para cada valor de m)

y(@) = c1z™ + cpa™

40
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

Exemplo 6: Ache a solucédo da E.D.O. x2y" + 1.5x" — 05y =0

Reconhecemos que esta é uma equacao de Cauchy-Euler, logo

m 1 1

— / —_ —
y=x Yy =ma™ y' =m(m — 1)z 2

O que gera uma equacao auxiliar

my1 = U, 5)
m?+0,5m —0,5=0
meo = —1
m?+ma—1)+b=0 (Equacao Auxiliar)

o que gera duas solucdes (uma para cada m)

y(x) = 12”0 + cox™ !
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

0

Caso 2: As duas raizes sao idénticas (a—1)* —4b

Neste caso temos somente uma solucao

(a—1)++/(a—1)2—4b
2

m = —

Y = L x(l—a)f‘z

Aplicando reducao de ordem pode-se chegar a uma segunda solucao
y = uy y' = u'yr + uy) y" ="y + 2u'y) + uyl
Substituindo na EDO e simplificando chega-se a uma equacao
para u
w4+ =u' =0

£
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

Esta equacao pode ser resolvida fazendo v =4 e o ="

1
v+ —v=0
I
Que é uma EDO linear homogénea de primeira ordem
1

V= — :> u=Inx
T .

Logo a segunda solucéo fica,

Yo = UY1 = (ln ;-,-;)m(l—a)/z

Resultando na solucao geral

2

y(x) = c;zt =2 4 cy(Inz)at =/
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

Exemplo 7: Ache a solucdo da E.D.O. x 2}’” —5xy" +9y =0

Reconhecendo esta como uma Equacéao de Cauchy-Euler, usamos

1 1! m—2

y=a" y =max™” y' =m(m—1)x
Substituindo na E.D.O. encontra-se a equacao auxiliar,
m2—6m+9=0 :> m=3
Logo uma das solucoes sera
Y1 = z°
A segunda solucédo, encontrada via reducéo de ordem,

Yo = 23 nzx

y(x) = c12° + cox’ Inx
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

Caso 3: As duas raizes sao complexas (a—1)°—4b<0

Neste caso as duas solucoes imaginarias podem ser combinadas
para forma uma solucao real

my = a+1if
mo = o — i3
O que resulta em uma solucéo geral
y(@) = ez 4 e

y(x) = 2%(c12%” + caz ™)

z" = exp [In(z"?)] z~F = exp[—iBInzx]
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

y(x) = :,r:‘:""(cl:r:"':’8 -+ 02:1:_”":*8)

y(ZL') _ I{k(cleiﬁ]nm + cze—iﬁ]nw)

Relembrando das formulas de Euler
e?;g o 6_?:3 6?26' + e—éﬁ
sinff = : cosf =
21 2

Logo, fazendo ¢1 =1/2 e ¢ =1/2

eif)’ Inx 1 e—z’ﬁ Inx

y(x) = xz“ ( 5 ) = x% cos(f Inx)

Logo, fazendo ¢; = 1/(2i) e co = —1/(2i)

e’éﬁln T e—iﬁlnw
y(z) =z ( 5 ) = x%sin(f Inx)
i
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

Utilizando estas duas solucoes L.I.

y(z) = crz”sin(fInz) + cox® cos(f Inx)

a7
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Equacoes lineares de segunda ordem

Equacao de Euler-Cauchy

Exemplo 8: Ache a solucao da E.D.O. xgy" + 0.6xy" + 16.04y = 0

Reconhecendo esta como uma Equacao de Cauchy-Euler, usamos

0 — e . "
y=2x y,' — mx™ 1 yH _ m(m o 1)$m 2

Substituindo na E.D.O. encontra-se a equacao auxiliar,

0,4+ +/—64
2

m? — 0.4m + 16.04 = 0 { m = = 0,2+ 4i

Estas poténcias de nimeros complexos podem ser reescritas para

formar as solucoes
y1 = 2% cos(41n )

0,2

yo = x“sin(41n x)

y(z) = 12" cos(4Inz) + cox”? sin(4In z)
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Lista de exercicios

Lista 4.
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