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Introdução

Motivação

1. ED de segunda ordem apresentam uma estrutura teórica rica;

2. Uma parte substancial desta estrutura pode ser compreendida com um nível

matemático relativamente elementar;

3. EDs de segunda ordem são essenciais para qualquer estudo sério das

diferentes áreas da física matemática;

4. Não se pode ir muito longe no desenvolvimento de mecânica dos fluidos,

condução de calor, movimento ondulatório ou fenômenos de

eletromagnetismos sem esbarrar em EDs de segunda ordem.
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Equações lineares de segunda ordem

Introdução

Uma equação diferencial ordinária de segunda ordem tem a forma:

A Eq. 1 será linear se a função f apresentar a forma:

Ou seja, a eq.1 é linear em y e y’, uma vez que g, p e q dependem apenas de t.

Permitindo que a eq. 1 seja reescrita como:

ou
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Introdução

Um problema de valor inicial consiste em uma equação como as eqs. (2) ou (3)

junto com as condições inicias:

e

Note que as condições iniciais para uma equação de segunda ordem não indicam

apenas um ponto particular (t0, y0), mas também o coeficiente angular y’0 da reta

tangente naquele ponto. Duas constantes exigem duas condições iniciais.
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Introdução

Uma equação linear de segunda ordem é dita homogênea se a função g(t) na Eq.

3 ou a função G(t) na Eq. 2 forem iguais a zero para todo t. Caso contrário, será

uma equação não-homogênea. Por este motivo os termos g(t) e G(t), muitas

vezes são chamados de termos não homogêneos.

Iniciaremos nossa discussão com equações lineares de segunda ordem.

Reescrevendo a Eq. 2 com G(t)=0 obtem-se:

Mais adiante veremos que a solução de uma equação não-homogênea exige a

solução da equação homogênea correspondente. Por este motivo, a solução da

equação homogênea é mais fundamental.
6
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Solução

Antes de resolvermos a eq. 5 vamos refletir sobre as possíveis soluções da

equação

Pergunta: Qual função cuja segunda derivada (y’’) é igual a ela mesma (y’)?

R: y1(t) = et, y2(t) = e-t

Também serão respostas, quaisquer combinações lineares do tipo:

y(t) = c1e
t + c2e

-t Verifique!
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Dois fatos básicos permitem-nos resolver equações lineares homogêneas. O

primeiro é que, se conhecermos duas soluções y1 e y2 de tal equação, então a

combinação linear y = c1y1 + c2y2 também é uma solução.

O outro fato de que precisamos é dado pelo seguinte teorema. Ele diz que a

solução geral é uma combinação linear de duas soluções linearmente

independentes y1 e y2.
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Isso significa que nem y1 nem y2 são múltiplos por constantes um do outro. Por

exemplo: as funções f (x) = x2 e g(x) = 5x2 são linearmente dependentes, mas f (x)

= ex e g(x) = xex são linearmente independentes.

O Teorema 4 é muito útil, pois diz que, se conhecermos duas soluções

particulares linearmente independentes, então conheceremos todas as soluções.

Em geral, não é fácil descobrir soluções particulares de uma equação linear de

segunda ordem.
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Wronskiano
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O Wronskiano também pode ser empregado para determinar se duas funções são

linearmente independentes (L.I.)

Para duas funções y1 e y2, o Wronskiano é definido pelo determinante

y1 e y2 serão L.I. se W  0.

Ex:

Como W  0, y1 = et e y2 = e-t são L.I. para qualquer valor de t!
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Neste momento inicial, a nossa atenção será concentrada nas equações nas

quais as funções P, Q e R são constantes. Neste caso a Eq. 5 torna-se

e sempre será possível descobrir duas soluções particulares linearmente

independentes, que permitirão determinar a solução geral.
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Aplicações
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Estamos procurando uma função y tal que uma constante vezes sua segunda

derivada y’’ mais outra constante vezes y’ mais uma terceira constante vezes y é

igual a 0.

Como vimos, a função exponencial y = erx é forte candidato a solução pois:

y’ = rerx e        y’’= r2erx. 

Se substituirmos essas expressões na Equação 6, veremos que y = erx é uma

solução se

ar2erx + brerx + cerx = 0

ou

(ar2 + br + c)erx = 0

13



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Mas erx nunca é 0. Assim, y = erx é uma solução da Equação 6 se r é uma raiz da

equação

é denominada equação auxiliar (ou equação característica) da equação diferencial

ay’’ + by’ + cy = 0. Observe que ela é uma equação algébrica que pode ser obtida

da equação diferencial substituindo-se y’’ por r2, y’ por r, e y por 1. (Verifique!)
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Algumas vezes as raízes r1 e r2 da equação auxiliar podem ser determinadas por

fatoração. Em outros casos, elas são encontradas usando-se a fórmula quadrática

(Fórmula de Bháskara):

Separamos em três casos, de acordo com o sinal do discriminante b2 – 4ac.

15
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

CASO I: b2 – 4ac > 0

Nesse caso as raízes r1 e r2 da equação auxiliar são reais e distintas, logo

são duas soluções linearmente independentes da Equação 6. Portanto, pelo

Teorema 4, temos o seguinte fato:
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO I: b2 – 4ac > 0

Resolva a equação y’’+ 3y’ + 2y = 0. 

SOLUÇÃO: A equação auxiliar é r2 + 3r +2 = (r +1)(r +2) = 0

cujas raízes são r = -1, –2. Portanto, a solução geral da equação diferencial dada é

y = c1e
-x + c2e

–2x

Poderíamos verificar que isso é de fato uma solução derivando e substituindo na

equação diferencial
17
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO I: b2 – 4ac > 0 (superamortecido)

18
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

CASO II: b2 – 4ac = 0

Neste caso r1 = r2; isto é, as raízes da equação auxiliar são reais e iguais. Vamos

denotar por r o valor comum de r1 e r2. Então, das Equações 8, temos:

Sabemos que y1 = erx é uma solução da Equação 6. Agora verifiquemos que

y2 = xerx também é uma solução:
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

CASO II: b2 – 4ac = 0

O primeiro termo é 0, pois 2ar+b=0 ; o segundo termo é 0, pois r é uma raiz da

equação auxiliar. Uma vez que y1 = erx e y2 = xerx são soluções linearmente

independentes, o Teorema 4 nos fornece a solução geral.
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO II: b2 – 4ac = 0
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO II: b2 – 4ac = 0 (Amortecimento crítico)

22
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O amortecimento é só o suficiente para suprimir as vibrações.

Qualquer decréscimo na viscosidade do óleo gera vibrações no

sistema.
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

CASO III: b2 – 4ac < 0
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

CASO III: b2 – 4ac < 0
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

CASO III: b2 – 4ac < 0
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO III: b2 – 4ac < 0
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Exemplo CASO III: b2 – 4ac < 0 (Subamortecido)
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Equações lineares de segunda ordem

Observações práticas sobre o sistema massa mola amortecido

Como as constantes m (massa), k (mola) e R (amortecedor) da equação abaixo

sempre são positivas

As raízes da equação característica sempre serão negativas, pois

Logo sempre resultará em raízes com parte real negativa

que geram um exponencial negativo na solução do problema (confira).

Este resultado faz com que o movimento em um sistema amortecido cesse

quando t, confirmando a nossa expectativa de que o amortecimento dissipa

gradualmente a energia do sistema.
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Equações lineares de segunda ordem

Comparando os três casos

Superamortecido: Muito lento

Amortecimento crítico: Retorna à posição de equilíbrio no menor tempo (pode

haver overshoot)

Subamortecido: Permite oscilação que é indesejável em grandes amplitudes.
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno
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Do exemplo do Caso I, sabemos que a solução geral
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno

Um problema de valor de contorno para a Equação 2 ou 3 consiste em determinar

uma solução y da equação diferencial que também satisfaça às condições de

contorno da forma

y (x0) = y0 y (x1) = y1

Em contraste com a situação para problemas de valor inicial, um problema de

valor de contorno nem sempre tem uma solução.

33



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno
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Equações lineares de segunda ordem

Equações lineares de segunda ordem homogêneas com coeficientes constantes

Problemas de valores iniciais e valores de contorno
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Equações lineares de segunda ordem
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Equação de Euler-Cauchy



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy

44



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Equações lineares de segunda ordem

Equação de Euler-Cauchy
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Lista 4.

Lista de exercícios
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