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Séries de Poténcia

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Séries de poténcia

Em geral, a série da forma

[2] icn(x—a)”:c0+cl(x—a)+cz(x—a)2+...

n=0

E chamada uma série de poténcias em (x-a) ou uma
série de poténcias centrada em a ou uma série de
poténcias sobre a. Observe que, ao escrevermos o termo
correspondente a n = 0 nas Equacodes 1 e 2, adotamos a
convencao de que (x —a)’ = 1, mesmo quando x = a.
Observe também que, quando x = a, todos o0s termos sao

O paran=1 e assim a série de poténcias
converge quando x = a.
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Séries de poténcia

Exemplo 2 ;
- (X=3)
Para quais valores de x a série Z

n=1

converge?

Empregando o teste da razao

| |[(x=3)" n | |(x=3)(x-3)" n =L-(x—3)‘
a | | n+l (x_g)”_ n+1 (x=3)"| In+1

lim L-(x—3)‘ =|x—3| Portanto, converge para [x-3| < 1.
- |n+1

Logo, a série € absolutamente convergente e converge em 2 < x <4,

Atencao! Como o teste da razao nao garante a convergéncia nos extremos do
intervalo, ou seja, em x igual a 2 e 4, € necessario testar estes valores
individualmente. 5
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Séries de poténcia

O teorema a segquir, diz que isso, em geral, é verdadeiro.

oo
3| Teorema Para dada série de poténcias 2, c,(x — a@)", existem apenas trés possibi-

lidades: =0

(1) A série converge apenas quando x = a.
(11) A série converge para todo x.

(iti) Existe um ndmero positivo R tal que a série converge se |x — a| < R e diverge
se |[x —a| > R.

O numero R no caso (iii) € chamado raio de convergéncia
da série de poténcias. Por convencéo, o raio de
convergéncia € R =0 no caso (i) e R =cono caso ().
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A situacgao e ilustrada na Figura 3.

convergéncia para |x —a|<R

- O -

1I‘R a d‘R

divergéncia para [x —a|> R

Figura 3

Resumimos aqui o raio e o intervalo de convergéncia para
cada um dos exemplos ja considerados nesta secao.

Série Raio de convergéncia Intervalo de convergéncia
Série geométrica 2> 3 R=| (=L
Exemplo | 3 nlx* R=0 {0}
(x -3y
Exemplo 2 )_ R = (2, 4)
n
\‘\ (=1)x™
Exemplo 3 2, =3 - R = o { )
avt 20!
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2 heis @ . S
Série geometnea Py

"~
Exemplo | Y nlx"

nwi

~ (X i\
. » )
Exemplo 2 .\_

. n

~ (=1rx*
Exemplo 3 ) —— :

ot 2 An!)

Raio de convergéncia

R=|
R=10
R =
R = o

Intervalo de convergéncia

(-1 1)

{0}

icn(x—a)n =y +C, (x—a)+c,(x—a) +..

n=0

Qual é o centro (a) e os coeficientes (c,)?
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Representacdes de Funcoes
como Seéries de Poténcias
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Representagéo de funcoes

Comegaremos com uma equagao que vimos antes:

l =1l +x+x>+x +---=>x" x| <1
- X n=0

Encontramos essa equacao pela observacao de que ela é
uma série geomeétrica com a =1 e r= x. Mas aqui nosso
ponto de vista € diferente. Agora nos referiremos a
Equacgao 1 como uma expressao da fungao f(x) = 1/(1 — x)
como uma soma de uma serie de poténcias.

10
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Representacao de funcoes

j3h-

. | ..
flx)= T—» e algumas somas parciais

Figura 1
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Representacao de funcoes

Exemplo

Expresse 1/(1 + x?) como a soma de uma série de
poténcias e encontre o intervalo de convergéncia.

SOLUCAO: Trocando x por —x2 na Equacao 1, temos

1 zni
: = X !
l l o 1-x

| + 2 - | — (—x?) - Z (—x? )" Referéncia

2( ”"'”—I—X‘{_Y_Iﬁ%_-rg_”'

n=(0

12
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Representacao de funcoes

Como essa € uma série geométrica, ela converge quando
|-x2| <1, isto &, x> <1, ou | x| < 1. Portanto, o intervalo de
convergéncia é (-1, 1). (E claro que poderiamos ter
determinado o raio de convergéncia aplicando o Teste da
Razao, mas todo aquele trabalho € desnecessario aqui.)

______________________________

13
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Representacao de funcoes

Motivacao

Como calcular o valor do numero pi?

14
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Representacao de funcoes

Motivacao

Outro exemplo da utilizacdo de séries na representacao de fungdes permite o
calculo do numero i com infinitas casas decimais.

n 2n+1

X

arctg(x = X——t———+...
9(x) = nzc; 2n+1 3 5 7

Shigero Kondu e Yee Alexander, em 2011, calcularam o

numero © com mais de 10 trilhoes de casas decimais.

=

15
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Derivacao e Integracao de
Seéries de Potencias
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4 Derivacao e integracao

A soma da série € uma funcéo f(x) = =,— c.(x — a)"cujo
dominio € o intervalo de convergéncia da seérie.
Gostariamos de poder derivar e integrar tais funcdes, € o
teorema a seguir (que nao demonstraremos) diz que
podemos fazer isso por derivacédo ou integracédo de cada
termo individual na série, como fariamos para um
polinbmio. Isso € chamado derivagao e integracao termo
a termo.

ks ‘.

dermlvem jons V“ths-ml gLeMlz e, * o wse_

'ﬁ’té’gﬁgf 22 {UnC‘“On ‘Sﬁi’vﬁi“_’t’.i x Pl

sl slope Mhemqﬁo nﬂm ms qﬁm “W
= SRetrie./ea theorem ,.:’”: dffferentlol T
l C " 8
- u? \ u S
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Derivacao e integracao

2 | Teorema Se a série de poténcias = ¢,(x — a)" tiver um raio de convergéncia R > 0,
entao a func¢ao f definida por

o

fO)=co+alx—a) +o—af + =3 alx —a

n=0

€ diferencidvel (e portanto continua) no intervalo (@ — R,a + R) e
(i) f'(x) =c1 + 2c2(x — a) + 3c3(x — a)* + - 2 nca(x — a)*™

)2 - — )
(11) jf(x)dx=C+co(x—a)+Clu+02¥+

oo i n+1
=C+EC&

n
e’ n+1

Os raios de convergéncia das séries de poténcias nas Equacgoes (i) e (i1) sao ambos R.

18
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Vimos que a funcao de Bessel

% (_I)HIEH
Jo(x) = 22
o) ;Z:{:} 2"(n!)

e definida por todo x. Entao, pelo Teorema 2, J, €
diferenciavel para todo x, e sua derivada € encontrada pela
derivacédo termo a termo, como a segulir:

oo Ef (_I)HIEH _ i (_l)nzﬂxlu—l

Jo(x) = > 3 >
o(x} g{-} dx 2°"(n!)’ =1 27"(n!)
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1 Derivacao e integracao

Exercicio

Expresse a seguinte funcao como a soma de séries de poténcia.

a) f(x)=arctg(x)

1 5 = (arctan(z))’ = Z( B 1)n$2n

i

2n+1

=Y (—D)rx?dx =Y (-1)" 2

2n+1

n 2n+1

X

arctg(Xx) = i(—

1) — X
= 2n+1 3 5 7
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Series de Taylor

21
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1 Series de Taylor

Comecaremos supondo que f seja qualquer funcao que
possa ser representada por uma série de poténcias

1 f(x)=cg+cyx—a)+cy(x—ay+cy(x—a))+cyx—a) +--|x—a|<R

e

Vamos tentar determinar quais coeficientes ¢, devem
aparecer em termos de f. Para comecar, observe que, se
colocarmos x = a na Equacéao 1, entdo todos os termos
apos o primeiro sao 0 e teremos

f(a) = cq

22
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1 Séries de Taylor

Podemos derivar a série na Equacao 1 termo a termo:

2

f'(X)=cy+2C(x—a)+3cy(x—a) +4cy(x—a)P+|x—a|<R

e a substituicdo de x = a na Equacao 2 fornece

f'(a) = ¢,

Agora derivamos ambos os lados da Equacao 2 e obtemos

3

fr(X)=2C,+2+3Cy(x—a)+3+4cyx—a)y+|x—-a|<R

Novamente colocamos x = a na Equacao 3. O resultado é
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f'(a) = 2c,
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1 Series de Taylor

Vamos aplicar o procedimento mais uma vez. A derivacgao
da serie na Equacao 3 fornece

4 F"(x)=2+3c3+2°3*4cy(x—a)+34-5¢cx—a)y+ --|x—a|<R

e a substituicao de x =a na Equacao 2 fornece

f(a) =2« 3c, = 3lc,

Agora vocé pode ver o padrdo. Se continuarmos a derivar
e substituir x = a, obteremos

fim(@=2-3-4-----nc,=nlc,

24
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Series de Taylor

Isolando o n-ésimo coeficiente c¢,,, nessa
equacao,obteremos

_ /@

Cn I
I.

Essa formula permanecera valida mesmo paran=0 se
adotarmos as convencgdes de que 0l = 1 e fO = f. Assim,
demonstramos o teorema a segulir.

5 | Teorema Se fliver uma representagio (expansio) em série de poléncias em a, 1sto

e, se

Flx) = Yeudx — a) |x —a| <R

entio seus coehicientes siao dados pela [6rmula

f(a)

n!

i

25
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1 Series de Taylor

Substituindo essa formula para ¢, de volta na série, vemos
que, se ftiver uma expansao em série de poténcias em a,
entdo ela deve ser da seguinte forma:

5 = 3 L@

. = ”!

) "(a) - ™)
f]! (X —a)+ fgf (x — a) + ,T?}!

(x — a)

(x—ay + -

= fla) +

A serie na Equacao 6 € chamada série de Taylor da
funcao fem a (ou em torno de a ou centrada em a).

26
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A
%gg Séries de Taylor

Para o caso especial a = 0, a série de Taylor torna-se

= (0 (0) i () -
ﬂ Jix) == l S ],t" = fll) + / x J X

! ' ! 2l

Esse caso surge com frequéncia e |lhe fol dado o nome
especial de série de Maclaurin.

27
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Encontre a serie de Maclaurin da funcao f(x) = eX e seu
raio de convergéncia.

SOLUCAO: Se f(x) = e*, entao fi"(x) = eX, portanto
fin)(0) = e° = 1 para todo n. Portanto, a série de Taylor para
fem O (isto €, a serie de Maclaurin) e

28
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1 Series de Taylor

!mplo 1 — Solugédo

continuacao

Para encontrarmos o raio de convergéncia fazemos
a, = x"Inl. Entao

At x" n! | x|

f— . = }0‘<1
a, (n+ 1) x" n+ 1

de modo que, pelo Teste da Razao, a serie converge para
todo x e o raio de convergéncia e R =0 .

29
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1 Series de Taylor

A conclusao que podemos tirar do Teorema 5 e do
Exemplo 1 € que se e* tiver uma expansao em serie de
poténcias em 0, entao

xw N
o= Y X

n=() n!

30
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1 Series de Taylor

Listamos na tabela a seguir, para referéncia futura,
algumas series de Maclaurin importantes que deduzimos
nesta secao e na precedente.

I - ) 1
Sat=1l4x+a+x>+ - R =1
1 X =]
L 2 3
& T AL , A X A P
e TR TRAEY o=
P“‘ _.[.E‘A+I _.".! .TJ _.L.'.'
- P I 7 _
hl'l.l'—xl:{ 1) Gn + 1) I 3 3 = + K o0
J'-‘ ..I'_-"l'l .'L'J j-‘l _'I,'h
cos x = r{—1)" =] -——4+———+:-- R=m
}u (2n)! 2 4 !
tan—x 'E* _— x . x? I x? xT n |
e A T T
= (k! k=10 . kik— 10k -2
':1 I,-J..:l 1_( ]J.'" J. M .ﬁ'.,l.' i ].'t' ; { [ -I'-':I-.L,I } R J
=D WA 21 3!

Séries de Maclaurin Importantes e Seus Raios de Convergéncia

Tabela 1 31
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R e REa
tan~'x =§u{—]j“%=; - {: + A: — 'l; I R o= ]

L+ =3 |

=y %

N — '“I I
k=1 o Kk-1k=-2)

..I:'l
}L"‘= 1 + kx +
" 21 3!

Séries de Maclaurin Importantes e Seus Raios de Ennvergéncia

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




eE
RATTONAL!
O

Como vimos ZX—
n=0 n!
: © (160 n _ 292 33
Substituindo x = i6 obtém-se e'ezz(nl) =1+10 + o1 +|36: +
n=0 . H .

Agorai?=-1,i3=-i,i*=1,i°P=1i. Logo

em:i@: 1—6)—2+94 o | 9—9—3+9—5—...
) 21 4l 3l 5l

e’ = i(le) = C0S @ + isend

Avalie esta equacao quando 0=/
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Balangcos em elementos infinitesimais

E‘Wdy
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x & ¥
]

/
\?

Timaw

1-D

f(X) — - — 5 f(x+Ax)

x+Ax
Caso o valor de f seja conheudo em X, 0 valor em

x+Ax pode ser estimado através da expansao em
séries de Taylor de f.

(x-a)" = f(a)+ f(z!(a) (X—a)+..

Assumindo a=x (centro na face esquerda)

F(X+AX) = f(X)+ f(ll)l(x) (X+AX—X) + f<2|(x) (X+AX—X)2 +...

Truncando em n=1

[f(x+Ax); £(X) + f’(x)AxJ

34
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f (X 1 AX) ~ f (X) + f '(X)AX A convergéncia depende do tamanho
B dos volumes.

35
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1 Series de Taylor

!mplo 13 — Solugéo

continuacao

(b) Usando as series de Maclaurin da tabela, obtemos

o x
X — + —
) sen x 31 5!
x j— j—
& COS X x* xt
1 — + —
3 4!
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Lista de exercicios

Lista 8.

37
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