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Introducao

1. Os métodos desenvolvidos para equacoes de segunda ordem lineares podem

ser estendidos para ED lineares de terceira e n-ésima ordem;

2. A proposta desta aula é apresentar esta generalizacao.
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Equacoes lineares de ordem n

Introducao

Uma equacao diferencial ordinaria de ordem n tém a forma:

d’y d" 1y dy
Py(t)— + Py (1 —+ -+ P1()— + Pp(0)y = G(1). 1
ol Jr 1 Jdr”—‘ 1 }dr‘ (£)y (
Assume-se que as fungoes Py, P4, ..., P, e G s&o continuas e reais em um

intervalo |I: a <t < 3 e que P, ndo é nulo neste intervalo. Dividindo a Eq. 1 por P,,

obtém-se:

| d:;}; N ;‘fir—l}r n 4 ; d_‘r‘  — ot ,
- dtm P1{?) dpn—1 -+ P }ﬂrf + pall)y = g(i).
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Equacoes lineares de ordem n

Introducao

Como a Eq. 2 apresenta uma derivada de n-ésima ordem, a funcao que

representa a sua solucao tera n constantes.

Portanto, para obter a solucao particular serao necessarias n condicoes iniciais.

N, ' (n—1) (n—1)
V(o) =yo. V(o) =yy. .e.n ¥ (fo) =vy . 3

Onde t, pode ser qualquer ponto do intervalo | e y,, ¥y, ..., Y™, qualquer conjunto
de constantes reais. O seguinte teorema garante que, dadas as condicoes iniciais,

3 o problema possui apenas uma solucao.
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Equacoes lineares de ordem n

Introducao

Teorema 1

Se as fungodes p4, Py, ---» P, € g forem continuas em um intervalo aberto |, entao
existira apenas uma solucao y = ¢ (t) para a equacao diferencial 2 que também

atende as condicoes iniciais 3. Esta solucao existe dentro do intervalo |.
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n, homogéneas

Uma equacao diferencial ordinaria de ordem n homogénea apresenta g(t)=0, de

forma que a Eq. 2 assume a forma:

LIyl = Y™ 4+ p1(0y ™™ + -+ pua (OF +paOy =0. [ 4

Sevy,, Y, ..., ¥, forem solugoes da Eq. 4, entdo a combinacao linear

v=ac1Vi(t) + cavalt) + - - + cayall), >

onde ¢, C,,..., C,,, SA0 constantes arbitrarias também sera solugao da Eq. 4.

Quando vy, ¥, ..., ¥, forem linearmente independentes, a Eq. 5 € a solugao geral
da Eq. 4.
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n, homogéneas

Para verificar se yq, V¥, ..., ¥, S0 linearmente independentes, emprega-se o

Wronskiano que € definido por:

:'_11 }}2 5 & & :"jf.r
}1’1 yV 5 - }1;}
H”!("r}] N Y . 6
(n—1) (n—1) n—1

SeW (yq, ..., ¥,) #0, entdo y,, y,, ..., ¥, S@0 linearmente independentes.
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares de ordem n e homogéneas

Esta caracteristica das solugoes y,, Y, ..., ¥, permite enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2

Se as fungoes p4, Py, ..., P, € g forem continuas em um intervalo aberto |, e as
fungoes y4, Y5, ..., ¥, forem solucoes da Eq. 4, e W (y4, ..., y,) # 0 para ao menos
um ponto em |, entdo todas as solucoes da Eq. 4 podem ser expressas como

combinacgoes lineares de y,, Y5, ..., Y-

Este teorema confirma que se y,, Y,, ..., ¥, forem linearmente independentes, a

Eq. 5 é a solugao geral da Eq. 4.

LIyl =y +p10)y"=" 4 4 pug )y +pa)y =0. | 4

v=cyi®) + ey 4+ +cayald), |5
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n homogéneas com coeficientes constantes

Considere a seguinte EDO linear homogénea:
1)

+ -+ f-“i’aui—lp‘.l"'j + ayy =0, /

LIyl = aoy™ + a1y ™"

onde a,, a;, ..., @, Sao constantes reais. Através do nosso conhecimento de EDOs
lineares de segunda ordem € natural antecipar que y = e™ é solucao da Eq. 7.

Assim, substituindo esta solucao na Eq. 7, obtém-se:

Ll = e (agr" + ayr" ™" + -+ a,_1r + a,) = " Z(r) 8

Como e™ nunca é zero a solucéo é obtida quando Z(r) = apr”" + ayr" ' + -+ ay_yr + a,

for nula. O polinbmio Z(r) € denominado equacao caracteristica da Eq. 7.
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Equacoes lineares de ordem n

Equacoes lineares ordem n homogéneas com coeficientes constantes

Haverao trés casos: |) Raizes reais e distintas; |l) Raizes repetidas, Ill) Raizes

complexas;

|) Raizes reais e distintas

Se as raizes da equacao caracteristica forem reais e distintas a solucao geral

assume a forma:

y=ce" + e 4 cpe™. 9

Exemplo: Encontre a solucao de
Y " =Ty —y' + 6y =0.

Que atenda as seguintes condigoes iniciais

y(0) =1, y'(0) = 0. v'(0) = =2, y"(0) = —1
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n homogéneas com coeficientes constantes

Raizes reais e distintas

Assumindo solucao y = e" obtém-se a seguinte equacao caracteristica
rr+r =T —r+6=0.

Cujas raizes séo 1, -1, 2 e -3. Logo a solugao geral é:

-

_ 2 _
y = -‘f.']ll'i’Lr + 7€ g {.’.';E'J + C4€ o

Empregando as condicdes iniciais dadas obtém-se:
ci+e+ ¢+ = 1.
ci—C+2c3— 3= 0,
ci1+c+4c3+ 94 = -2,

C1 —C +8c; —27¢cy = —1.

Resolvendo este sistema, obtém-se: ¢, = 1 Cr = 2 €3 = —
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Equacdes lineares ordem n homogéneas com coeficientes constantes

|) Raizes reais e distintas

Portanto, a solugao e:  y — %Eﬁ 4 2t — 2%

o
a1
-
=Y
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n homogéneas com coeficientes constantes

I1) Raizes repetidas

Quando a equacao caracteristica apresentar raizes reais repetidas, multiplica-se a
solugao por t sucessivamente, para obter novas solugcoes linearmente

independentes do tipo:

E,nr wr;r IEE,nr f.s'—l Ern‘

O mesmo procedimento deve ser empregado para raizes complexas repetidas,

resultando em solucodes linearmente independentes do tipo:

eMcos ut. eMsinuf. teMcosut.  teMsin ut.
/ mn / I

r*—leM cos ut,  *~1e* sin ut.
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n homogéneas com coeficientes constantes

I1) Raizes repetidas

Exemplo: Encontre a solugao geral de }-"'““ +2y"+y=0.
Neste caso a equacao caracteristica €
rE2r =+ D+ 1) =0.

Cujas raizes sao: i, i, -i, -i, que originam a seguinte solugao geral.

y=0¢Cjcost+ ¢8It + ¢zt cost + cyf sint.

16
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n homogéneas com coeficientes constantes

l1l) Raizes complexas

Se a equacao caracteristica possui raizes complexas elas serao pares conjugados
da forma A+in. Neste caso, para cada par conjugado, a solugao adquire a forma

exp(A+in) e exp(A-in) que € equivalente a:

y(t) =e™(c,cos(ut)+c,sen(ut))

Exemplo: Encontre a solugdo de  y* — y = (.

Sujeita as condicoes iniciais

v(0) =7/2, Vv(0) = —4, v'(0) =5/2. y'(0) = -2

17
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n homogéneas com coeficientes constantes

l1l) Raizes complexas

1= —-Dr*+ 1) =0.

A equacao caracteristica é
com raizes iguais a: 1, -1, -i, i que geram a solucao geral:

y=c1e + e +c3cost + cysint.

Utilizando as condicOes iniciais e resolvendo o sistema linear resultante, obtem-
3=1/2, ¢ =—1;

c; =0, c; = 3,

Se.
ial & »

Portanto, a solucdo da equacao diferencial é
2
\\ AN L /N,
2/4 6\5_/10 12 N4t

3¢ + Lcost —sint.

] —
_
=

I
|
hS]
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n ndo homogéneas
Seja a equacao diferencial linear nao homogénea

LIyl = agy'™” +ay™ PV + -+ a, 1y +a,y = g(0)
Cuja solugao e y(t) = y.(t) + y,(1).

L Solucao particular

» Solugcao homogénea

A solugcao homogénea é obtida como demonstrado anteriormente enquanto a
solucao particular é obtida através dos métodos: (i) coeficientes indeterminados e

(ii) variacao de parametros.

20
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n ndo homogéneas

A forma da solucao particular yp(t) deve ser selecionada de acordo com a forma

do termo g(t) presente na EDO nao homogénea, como mostra a tabela abaixo.

Term in r(x) Choice for yp(x)

ke™™ Ce?™

kx"(n=0,1,-+) Kx"+ K, x" '+ -+ Kix+ K,
k cos wx _

& sin o K cos wx + M sin wx

ke(r.’c COS WX 1
e (K cos wx + M sin wx)

ke™™ sin wx

* Regra basica: Proponha um y, com base na forma da funcéo
r(z). Substitua esta funcio na E.D.O de modo a achar os coefi-
cientes indeterminados.

* Modificacao: Caso a funcao proposta for solucdao da homogénea
multiplicar esta funcao por x. Caso essa também seja multiplicar

novamente por x.
* Soma: Casor(z) seja uma soma, somar as solucoes

correspondentes
22
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n ndo homogéneas
Exemplo: Encontre a solugao geral de:
}:‘.r.r.l o 3}3” —|— 3_}-'|I o }:‘ _ 4€f
A equacao caracteristica é
r=3r+3r—1=r-1"
Que gera a seguinte solucao para a equacao homogénea associada.
Vell) = ci1e' + cate' + C;TEEJ,
Para encontrar a solugao particular, inicia-se propondo y,(t) = Ae'. Mas como €', te'

e t%e! ja sdo solucdes presentes na solugdo homogénea, multiplica-se a solugao

proposta por t3. Assim, y,(t) = t°Aet

23
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n ndo homogéneas
Para encontrar o valor de A, deriva-se y,(t) trés vezes e substitui-se na equacao
diferencial obtendo-se:
6Ae' = 4é'.
Onde A=2/3

Assim a solucao geral é

7 7.7
y=cie' +cte' +cstve’ + st

\ J }
| |

Ye Yo

24
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n ndo homogéneas

Exemplo: Encontre a solucao particular de

1 ] -~ -3
y"' —4y =t43cost+e .

Resolvendo a equacdo homogénea, cuja equacgao caracteristica é r3-4r=0 com
raizes r = 0 e +/-2. Portanto,

7 7
Ve(t) = ¢ + e + cze .

E possivel escrever a solugdo particular como a soma das solucdes particulares
das equacoes diferenciais Yip Yop  Y3p

f 7

y" —4y' =t +3cost+e

=2t

A nossa escolha inicial para y, , = AjttA;, mas como uma constante (c1) ja e
solugao da equagao homogénea deve-se empregar y, , = t(Ajt+A,)

25
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n ndo homogéneas

Para a segunda equacao escolhemos

Y>(t) = Bcost + Csint,
Note que neste caso nao € necessario multiplicar por t, pois Bcost e Csent nao

sao solucdes da equacao homogénea.

Para a terceira equagcdo, como e? é solucdo da equagdo homogénea,

assumimos:

Ys(t) = Ete ™.

As constantes sao determinadas derivando e substituindo as solugbes Y, + Y, +
1

Y, na equagao diferencial original, obtendo-se:A; = —3. A;=0. B=0, C=—z.and E =

=l

Assim, a solucao particular é: Y(t) = %rz —: sinf 4+ %m—z:_

| e

26
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Equacoes lineares de ordem n

Equacdes lineares ordem n ndo homogéneas

Como vocé pode ter observado, a quantidade de trabalho algébrico é elevado
para obter a solucao de equacoes diferenciais de alta ordem. Este fato deve
incentivar o estudante no dominio e utilizacdo de sistemas de computacao

algébrica durante o trabalho de solucao.

e w7 T
#i: v = |2-t. /
t o+ 1 f
#2:  PARA_TANGENT(u. t. 8.5, x) g {
2-(4 - x) Jrf
H3: . %\ 2 X
s — ', /
#4:  PARA_PERPENDICULAR(u. t. 8.5, x) —— \.\ /
#5: 27-x - 23 ) ) '1“:&\;{ . . |
‘ A
#6 i a3 2 1 2 3 4
- . = rl ’
\'\\ |'H
o .
\ .f’
\ .
. -}3 .
\I { 2t , ¥ 1/ (t+1)
1 "
£ Cross: 1, 0.6666667 [Center: 0.0 [Scale: 121
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Lista de exercicios

Opcional

Exercicio s Boyce e DiPrima oitava
Edicdo, CAP 4 (Equacles Lineares
De Ordem Mais Alta)
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