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Introducao

Paradoxo de Zeno

Sera possivel chegar na outra extremidade se a logica abaixo tiver que ser

respeitada?

E possivel sempre se aproximar mas nunca chegar ao destino final?

A A e

1/2 1/4 1/8
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Introducao

Aquiles x Tartaruga

A tartaruga tem uma vantagem, mas desloca-se com a metade da velocidade

de Aquiles. Sera que ele sera capaz de ultrapassa-la?

total distance (g 1
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bal—
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Achilles vs. Tortoise
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Introducao

Conclui-se que faz sentido somar infinitos termos em busca de um resultado!

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




Series

(Stewart, J., Vol. 2)
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O que queremos dizer quando expressamos um numero
como um decimal infinito? Por exemplo, o que significa
escrever

r=3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 . . .

A convencao por tras de nossa notacao decimal € que
qualquer numero pode ser escrito como uma soma infinita.

Aqui, isso significa que

I - | 5 9 2 6
+ i Il i+
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onde os trés pontos (---) indicam que a soma continua para
sempre, e quanto mais termos adicionamos, mais nos
aproximaremos do valor real de 7.

Em geral, se tentarmos somar os termos de uma
sequéncia infinita {a.},-, , obteremos uma expresséo da
forma

1 a,ta,tazt---+a, +--

que é denominada uma série infinita (ou apenas série) e
é denotada, por simplicidade, pelo simbolo

E_ ay ou Ean
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Seria impossivel encontrar uma soma finita para a série

1+2+3+4+5+---+n+---

porque, se comegarmos adicionando os termos, obteremos
as somas cumulativas 1, 3, 6, 10, 15, 21, . . . e depois do
n-e€simo termo, obteremos n(n + 1)/2, que se torna muito
grande a medida que n aumenta.

Contudo, se comecarmos a somar os termos da série

I 1 1
—+ — = —F o — + -
8 16 32 64 2"
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GbIBMES: 5, et gssss L= 12 vu s A tabela mostra
que, quando adicionamos mais e mais termos, essas
somas parciais se tornam cada vez mais proximas de 1.

n Soma dos n
primeiros termos
1 0,50000000
2 0,75000000
3 0.87500000
4 0.93750000
5 0,96875000
6 0,98437500
7 0.,99218750
10 0.99902344
15 0,99996948
20 0,99999905
25 0,99999997
F
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De fato, somando um numero suficiente de termos da
serie, podemos fazer as somas parciais se tornarem tao
proximas quanto quisermos de 1. Assim, parece razoavel
dizer que a soma dessa série infinita € 1 e escrever

Usamos uma ideia parecida para determinar se uma série
geral [1] tem uma soma ou nao.

12
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Consideramos as somas parciais
Sy = ay
S, =a,t+a,
S;=a,+a,+a;
s,=a,ta,taz+a,

e, em geral,
Sp=a,tataz+t+a,= ;“*’

Essas somas parciais formam uma nova sequéncia {s,},
que pode ou nao ter um limite.

13
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Se lim, __s, = s existir (como um numero finito), entao,
como no exemplo anterior, 0o chamamos soma da série
infinita Za,..

2 | Definicdo Dada uma série %, a, = a, + a; + as + -+ - -, deixe s, denote por sua
n-ésima soma parcial:

5.1=Ea.-=a1-l-ag+”v+a.,

i=1

Se a sequéncia {s. | for convergente e lim.—« 5. = § existir como um nimero real, en-
tdo a séne X a, € chamada convergente, e escrevemos

[« 1]
art+ar+---t+a.t+---=s ou 2au=>s

n=1

O nimero s € chamado a soma da série. Se a sequéncia {s.} € divergente, ento a sé-
rie € chamada divergente.
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Assim, a soma de uma série € o limite da sequéncia de
somas parciais. Desse modo, quando escrevemos

>*_, a,= s, queremos dizer que, somando um numero
suficiente de termos da serie, podemos chegar tao perto
quanto quisermos do numero s. Observe que

% n
E a, = lim Z d,

15
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Exemplo 2

Um exemplo importante de uma série infinita é a série
geomeétrica

a+ar+arr+art+---+ar™+---= Ya'"' az0

Cada termo é obtido a partir do anterior, multiplicando-se
pela razao comum r.

Ser=1,entdos,=a+a+:--+a=na—>=+ co. Como
lim,_, __ S, ndo existe, a série geometrica diverge nesse
caso.

16
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Exemplo 2

Ser<1, temos
S,=a+ar+ar’+-+ar"
e rs,=ar+ar’+---+ar +arn

Subtraindo essas equacdes, obtemos

S,—rs,=a—ar"

all — r")

| —r

3 S, =

17
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Exemplo 2

Se -1<r< 1, sabemos que r" — 0 quando n — oo, assim

. . a(l —r" a a .. a
lim s, = Iim = — lim " =
n—> o6 n—sw | — F | — r | — 7 n—= | — r

Entdo, quando |r| < 1, a série geométrica & convergente, e
sua soma € al/(1 - r).

Ser<-1our>1, asequéncia {r"} é divergente; assim,
pela Equacgéo 3, lim, .. s,, nao existe. Portanto, a série
geometrica diverge naqueles casos.

18
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Resumimos os resultados do Exemplo 2 como a seguir.

4| A série geométrica

Yar'=a+ar+a’+ -

a=]
é convergente se || < 1 e sua soma é

;-:lar""z lir |r|<1

Se | 7| = 1, a série geométrica € divergente.

Note que “a” & o primeiro termo da série geométrica.
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Exemplo 8

Mostre que a série harmonica

é divergente.

SOLUCAQ: Para essa série particular é conveniente
considerar as somas parciais S,, Sy, Sg, S1g, S32, - - - €
mostrar que elas se tornam grandes.

fa—

Sj:l+

-3

Id | =—
_|_
Dl
_I_
i
V
_|_

I | =
_|_
i
_I_
= | =
|
_|_
b2 b2

SJ,:]'l‘
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Exemplo 8

|
"
;
-
-
"
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Exemplo 8 6
Analogamente, s, > 1 + 5+ Seq > 1+, e, emgeral

S

n
Son > l + -
2

ISso mostra que S2»— o0 quando n —co e assim {s,} €
divergente. Portanto, a série harmonica diverge.

oo

IEl Teorema Se a série ¥, a, for convergente, entdo lim a, = 0.

a=] o=

A reciproca do Teorema 6 nao é verdadeira, em geral.
Se lim, . a, =0, ndo podemos concluir que X a, €
convergente.

22
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F

7| Teste de Divergéncia Se lim a. nfio existir ou se lim a. # 0, entdo a série Y, @. €
[ — 0 —_— -
divergente. . i n=l

O Teste para Divergéncia vem do Teorema 6, porque, se a
série nao for divergente, ela € convergente, e assim,

im, ,a,=0.

8 | Teorema Se X g, e = b, forem séries convergentes, entdo também o serdo as séries
= ca, (onde ¢ é uma constante), = (a, + b,)e = (a, — b.) e

{i}i(‘a,=c§a, (ii}i(ﬂn+b,)=ia,+ibn
=1 m=1

a=1 n=1 a=1

{I.I.l) i(an_bu)zian_ibn

n=1 n=]| m=]
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O Teste da Integral

24
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O teste da integral e estimativa de somas

Em geral é dificil encontrar a soma exata de uma série.
Conseguimos fazer isso para as séries geometricas € a
série ~ 1/[n(n + 1)] porque em cada um desses casos
pudemos encontrar uma férmula simples para a n-ésima
soma parcial s, . Mas geralmente nao é facil descobrir tal
formula.

25
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Comecgamos investigando as séries cujos termos s&o 0s
reciprocos dos quadrados de inteiros positivos.

o I 1 1 1 l

===ttt =+
n=1 N~ l; 2- 3_. 4- 5

N&o existe uma formula simples para a soma s, dos
primeiros n termos, mas a tabela de valores

aproximados gerada por computadordadana | » | «-3-
margem sugere que as somas parciais . ].46;6
estdo se aproximando de um numero o | roa
proximo de 1,64 quando n — c© e, assim, w0 Lo
parece que a série é convergente. 1000 Lo43s
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O teste da integral e estimativa de somas

Podemos confirmar essa impressao com um argumento
geométrico. A Figura 1 mostra a curva y = 1/x% e
retdngulos colocados abaixo dela.

_vll

\ _ 1
\ ¥Y=—3
\ x

-
il
|
|

: : : —
0 1 2 3 4 5 X

frea= L\ drea= L\ drea= drea= l—q
2* 3 5°

1

4:
Figura 1

A base de cada retangulo € um intervalo de comprimento

1; a altura é igual ao valor da funcéo y = 1/x2 na

extremidade direita do intervalo.
27
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g 'J+"I' "I'+
1222 3 g s

E.T

Se excluirmos o primeiro retangulo, a area total dos
retangulos remanescentes sera menor que a area sob a
curva y = 1/x2 para x > 1, que é o valor da integral

[7(1/x?) dx. Essa integral impropria € convergente e tem
valor 1. Assim, a figura mostra que todas as somas
parciais sao menores que

28
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O teste da integral e estimativa de somas

Entdo, as somas parciais sao limitadas.Também sabemos
que as somas parciais sao crescentes (porque todos os
termos sao positivos). Portanto, as somas parciais
convergem (pelo Teorema da Sequéncia Monétona) e,
dessa maneira, a série € convergente. A soma da série (0
limite das somas parciais) € também menor que 2:

Agora vamos olhar para a série

I I
—_— 4 ...

= ]

)

I I ]
= + + — +
n=1 N \/T «.‘;2 1!3 1!4 \/g
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O teste da integral e estimativa de somas

A tabela de valores de s, sugere que as somas parciais
nao estao se aproximando de um numero; assim,
suspeitamos que essa série possa ser divergente.

2 1
5 3.2317
10 5.0210
50 12,7524
100 18,5896
500 432834
1000 61,8010
5000 139.9681

30
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O teste da integral e estimativa de somas

Novamente usamos um desenho para a confirmacgao. A
Figura 2 mostra a curva y = 1/4/x, porém dessa vez
utilizamos retangulos cujos topos estao acimada curva.

}‘ ' . l
N\ Y=
VX

2 5 7

4

1"
I =1
[
I — 1"

. | . . . 1
dgrea=——  drea drea drea=—
)
W1

1
\|'I 3 y 4

Figura 2

A base de cada retangulo € um intervalo de comprimento
1. A altura é igual ao valor da func&o y = 1//x na
extremidade esquerda do intervalo.

31
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Dessa forma, a soma de todas as areas dos retangulos é

U U S B USRI

VI V23 VA s =

Essa area total € maior que a area sob a curva

— 1/J/x, para x = 1, que é igual a integral [ (1/4/x) dx. Mas
sabemos que essa mtegral Impropria é divergente. Em
outras palavras, a area sob a curva é infinita. Assim a
soma da série deve ser infinita, isto €, a série é divergente.

32
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O teste da integral e estimativa de somas

O mesmo tipo de argumentacao geomeétrica que usamos
para essas duas séries pode ser usado para demonstrar o

seguinte teste.

0 Teste da Integral Suponha que f seja uma fungéo continua, positiva e decrescente em
[1,®) esejaa, = f(n). Entdo a série 3, a. € convergente se, e somente se a integral
imprépria (i f(x) dx é convergente. Em outras palavras:

(1) Se j,m f(x) dx é convergente, entdo Y, a. € convergente.

a=-1

(i) Se J.lm f(x) dx € divergente, entdo Q, a, € divergente.

ne=|

33
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O teste da integral e estimativa de somas

A série € chamada série p.

- .
1| Asériep ), — € convergente se p > | e divergente se p =< 1.

=]

34
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Exemplo 3

(a) A série

o1 1 1 1 |
= n 3 l 3 2_‘. 3 3 4.'-;

€ convergente porque ela € uma série pcomp =3 > 1.

(b) A série

| 1 |
: + + + o
J;L I /3 n=1 \‘/; ﬁ \:‘,-'H{.,? \?{Z

e divergente porque ela € uma série p com p = ;< 1.

35
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Lista de exercicios

Lista 7

36
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Os Testes de Comparacao

37
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Os testes de comparacao

Nos testes de comparacao, a ideia € comparar uma série
dada com uma que sabemos ser convergente ou
divergente. Por exemplo, a série

- 1

1 ))

—1 2"+ 1

nos remete a série X,— 1/2" | que é uma série geométrica
coma=;e,="! eé, portanto, convergente.

Como a série [1] € muito similar a uma série convergente,
temos a impressao de que esta também deve ser

convergente. Na verdade, é. A desigualdade
I I
<
2" + 1 2"

38
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4 Os testes de comparacao

mostra que nossa série dadalll tem termos menores que
aqueles da série geomeétrica e, dessa forma, todas as suas
somas parciais sao também menores que 1 (a soma da
série geomeétrica). Isso significa que suas somas parciais
formam uma sequéncia crescente limitada, que é
convergente. Também segue que a soma da série &€ menor
que a soma da série geomeétrica:

39
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Y b, referéncia convergente

Y b, referéncia divergente

12 1

0,8 A

0,6 A

0,4 A

0,2 A

referéncia: > b,

14

250 +

200

150 A

100 +

50 A

0

]

"y,
\.¢
L™
LI
Y
¢

| gnn®

2 4

'’ O\
o ! referéncia: > b,

T T T T T
6 3 10 12 14 16 18

1
20
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Os testes de comparacao

Argumentacao semelhante pode ser usada para
demonstrar o seguinte teste, que se aplica apenas a séries
cujos termos sao positivos. A primeira parte diz que, se
tivermos uma seérie cujos termos sao menores que aqueles
de uma série que sabemos ser convergente, entao nossa
série também sera convergente. A segunda parte diz que,
se comegarmos com uma seérie cujos termos sao maiores
que aqueles de uma série que sabemos ser divergente, ela
tambéem sera divergente.

0 Teste de Comparacdo Suponha que X a, e £ b, sejam séries com termos positivos.
(1) Se £ b, for convergente e a, = b, para todo n, entdo £ a, também seri convergente.

(i) Se £ b, for divergente e a, = b, para todo n, entdo X a, também sera divergente.

41
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Demonstragao

(i) Seja Sy = .8, t,=>.b t=>b, onde a<b

Como ambas as seéries tém termos positivos, as sequencias {s,} e {t,} sao
crescentes (s,.1 =S, +a,.1 =S,). [ambémt, — t, portanto, t, < t para todo n.
Como a, < b,, temos s, < t, para todo n. Isso significa que {s,} é crescente e
limitada superiormente e, portanto, converge pelo teorema da sequéncia
monotona.

Por conseguinte, Xa, converge.

(ii) Se Zb, for divergente, entédo t, —w (porque {t.} € crescente). Mas a, 2 b, ,
assim, s, 2 t, Portanto, Xa,, diverge.

42
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4 Os testes de comparacao

Ao usarmos o Teste de Comparagao, devemos, é claro, ter
algumas series conhecidas X b, para o proposito de

comparacao. Na maior parte do tempo usamos uma destas
series:

* A série p [ 1/nP converge se p > 1 e diverge se p < 1];

« Uma série geométrica [X ar"-1 converge se |r| <1 e
diverge se |r| > 1].

43
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4 Os testes de comparacao

Exemplo 1

. N 5 .
Determine se a série 2 - converge ou diverge.

= 2n*+4n + 3

SOLUCAO: Para um n grande, o termo dominante no
denominador é 2n?, assim, comparamos a série dada com
a série X 5/(2n%). Observe que

5 5
.l { 3
2n- + 4n + 3 2n-

pois o lado esquerdo tem um denominador maior. (Na
notagcdo do Teste de Comparagao, a, € o lado esquerdo e
b, € o lado direito.)

44
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4 Os testes de comparacao

Exemplo 1

Sabemos que
5 55 1

52 =251

5 -
n=1 2”_ 2 a=1 H~

e convergente porque € uma constante vezes uma serie p
comp =2 > 1. Portanto

- 5
=1 2n* + 4n + 3

é convergente pela parte (i) do Teste de Comparacéao.

15
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Os testes de comparacao

OBSERVAGAO 1 Embora a condi¢do a, < b,ou a,>b,
no Teste de Comparacao seja dada para todo n,
precisamos verificar apenas que ela vale para n> N, onde
N € algum inteiro fixo, porque a convergéncia de uma série
nao é afetada por um numero finito de termos.

OBSERVACAO 2 Os termos da série sendo testada
devem ser menores que aqueles de uma série
convergente ou maiores que aqueles de uma série
divergente. Se os termos forem maiores que os de uma
série convergente ou menores que os de uma seérie
divergente, entdo o Teste de Comparacio nao se aplica.

46
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12 1

0,8 A

0,6 A

0,4 A

0,2 A

+
+
* , m = m = ===
.
- referéncia: ) b,

14

250 +

200

150 A

100 +

50 A
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A desigualdade

é inutil para ser usada com o Teste de Comparacao,
porque = b, = = (1)" é convergente e a, > b,

48
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Os testes de comparacao

Mesmo assim, temos a impressao de que X 1/(2"— 1) deve
ser convergente, pois ela € muito parecida com a série
geometrica convergente > (')” Em tais casos, o seguinte
teste pode ser usado.

0 Teste de Comparacao no Limite Suponha que Za, ¢ Zb, sejam séries com termos po-
sifivos. Se
+ ah’ -
R,
onde ¢ ¢ um namero finito ¢ ¢ = (), entdao ambas as scries convergem ou ambas as sé-
ries divergem,

49
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Os testes de comparacao

Demonstragao

Sejam m e M numeros positivos tais que m < ¢ < M. Uma vez que a /b, esta
proximo de ¢ para um n grande, existe um inteiro N tal que

m<a,/b,<M onde n >N
mb, <a, < Mb, quandon >N
E assim,

Se Xb, convergir, entao ZMb, também converge. Entao Xa, converge pela
parte (i) do teste de comparacao.

Se Xb, divergir, entdo Xmb, também diverge, e a parte (ii) do teste de
comparacao mostra que Xa, diverge.

50
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Os testes de comparacao

Exemplo 3

Teste a série )

—— quanto a convergéncia ou
divergéncia. "' ©

SOLUCAO: Usamos o Teste de Comparagéo no Limite

com
! , L
dn = p L In = o
e obtemos
A, /(2" — 1) 2" 1
lim — = lim = lim = |lim =1=0
n—= b, n—>oe 1/2" n—we 2" — ] n—e | — 1/2"

51
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4 Os testes de comparacao

Exemplo 3

Como esse limite existe e X 1/2" € uma série geométrica
convergente, a série dada converge pelo Teste de
Comparacgao no Limite.

52
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Séries Alternadas
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1 Series alternadas

Nesta secao e na proxima aprenderemos como lidar com
seéries cujos termos nao sao necessariamente positivos. De
particular importancia sao as series alternadas, cujos
termos se alternam no sinal.

Uma série alternada é aquela cujos termos sao
alternadamente positivos e negativos. Aqui estao alguns
exemplos:
- 1
T E(—I)” |
n=1

N

6 n
4+ — — . = _]rr
] ”2_:]( )n-l-l

-54

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




1 Series alternadas

Vemos desses exemplos que o0 n-€simo termo de uma
série alternada € da forma

a, = (_1 )n— 1bn ou an = (_1 )nbn
onde b, € um numero positivo. (De fato, b, = |a,|.)

O teste a seqguir diz que, se os termos de uma série
alternada decrescem para 0 em valor absoluto, entao a
série converge.
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Series alternadas

Teste de Série Alternada Se a séne alternada

Y (=1)""b,=by —by+bs—bs+bs—bs+ -+ b,>0
n=]
satisfaz
(1) bpsr = b, para todo n
(1) lim b, =0

n—oe

entao a série € convergente.

b,
— b,
+ b,
— b,
Y
0 Ay Sy AYS A A A 8
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Series alternadas

Demonstracao

Considerando as somas parciais pares, observa-se que:

s, =b;-b,20 uma vez que b,<b,

S, =S, *+(by-by)=s, uma vez que b,<b,
Em geral Szn = Szn_z + (b2n-1'b2n) 2 Szn_z Uma VeZ que b2n5b2n_1
Logo 0<s,<s,<..<s,,<.. (é crescente)

Mas podem escrever
Son = by - (by-b3) - (by-bg) - ... - (b -banq) -byy (b1é0LS)

Cada termo entre parénteses é positivo, portanto s,, < b, para todo n. Dessa
forma, a sequéncia {s,,} de somas parciais pares € crescente e limitada
superiormente, sendo assim convergente. Este limite sera chamado de s,
isto é: i
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Series alternadas

Demonstragao

Agora considerando o limite das somas parciais impares, observa-se que:
lim Sonst = lim (SZn T b2n+1)
N—»00 N—o0

=lims, +limb, .,
n—oo

n—oo
=s+0=5 condicao (ii) do teste
[l L r ] T
Como as somas parciais pares e impares convergem para T. {s.)
s, temos que [ EARAAARRAL RN
lims =s
nN—oo
{a,}
T .
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3 Series alternadas

Exemplo
A série harmonica alternada

| — — +

1 1 1 S (=1t
N R S _I_ . s s = ——
2 3 4 2

satisfaz

|
<
n+ 1 n

(i) b,, 1 <b, umavezque

I
(i) Im b, = Iim — =0

n—>o0 n—x N

logo, a série é convergente pelo Teste da Série Alternada.
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Convergéncia Absoluta e os
Testes da Razao e da Raiz
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Dada qualquer série ¥ a,, podemos considerar a série
correspondente

E‘anl = |ay| +[ay| + |ag| + -

n=1

cujos termos sao os valores absolutos dos termos da série
original.

m Definicdo Uma série = a, ¢ dita absolutamente convergente se a série de valores
absolutos ¥ |a,| for convergente.

Observe que, se X a, for uma série com termos positivos,
entédo |a,| = a, e, assim, a convergéncia absoluta é a

mesma coisa que a convergéncia nesse Caso.
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% Convergéncia absoluta

!mplo 1

A série
2 (=1~ 1 1 |
i el e o
— 2" 3F &
é absolutamente convergente porque
= 1 (=1)"! N | 1 1 1
— | = - =]l+—=+—=+—=+"-
/gl n- /2] n- 2- 3- 4-

€ uma série p convergente (p = 2).
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Sabemos que a série harmoénica alternada

o0 __1yn—1
E (I—}: | —

1
— +
n=I n 2

|
3 4

é convergente, mas nao € absolutamente convergente,
porque a série de valores absolutos correspondente é

oo

p)

n=1

+—+— 4+

(-1 & L1 1
— =2 —=1+—+ =+

n El n 2 3 -+
que € a série harmdnica (série p com p = 1) e é, portanto,
divergente.
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Convergéncia absoluta

2

Definicao Uma série Z a, € chamada condicionalmente convergente se ela for

convergente, mas nao for absolutamente convergente.

O Exemplo 2 mostra que a série harmodnica alternada é
condicionalmente convergente. Entdo, € possivel uma
série ser convergente, porem nao absolutamente

convergente. Contudo, o préximo teorema mostra que a

convergéncia absoluta implica convergéncia.

Teorema Se uma série ¥ a, for absolutamente convergente, entdo ela € convergente.
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Convergéncia absoluta

Demonstragao

Observe que a desigualdade
O<a,+|a,|<2 a,

é verdadeira porque a, pode ser um numero positivo ou negativo. Se Xa, for

absolutamente convergente, entdo X |a,| € convergente, assim X2| a, | &

convergente. Portanto, pelo teste de comparacao, X(a, +|a,|) € convergente.

Entao,

Zanzz(an-l-lanl)' 2|an|

é a diferenca de duas séries convergentes e €, portanto, convergente.
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Determine se a série

Ccos n cos 1 cos 2 cos 3
“3 — 3 —I_ g + 3
n=1 N~ | - 2° 3

05+

é convergente ou divergente.

SOLUCAO: Essa série tem termos positivos e negativos,
mas nao ¢ alternada. (O primeiro termo € positivo, os

proximos trés sao negativos e os trés seqguintes sao
positivos. Os sinais trocam irregularmente.)
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Convergéncia absoluta

!mplo 3 — Solugéao

continua

Podemos aplicar o teste da comparagao com a série de
valores absolutos

o | cosn S |cosn| 037
2 2 |~ 2 2 {s.}
n=1 n n=1 n ...........
Uma vez que |cos n| < 1 para todo n, temos ()
|cosn | | 0 — n
_— ﬂ ~

n- n-
Sabemos que X 1/n¢ é convergente (sé€rie p com p = 2) e,
assim, X |cos n|/n? é convergente pelo Teste da
Comparacéo. Entdo a série dada X (cos n)/n? é
absolutamente convergente e, portanto, convergente pelo

Teorema 3.
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Testes da Razao

O teste a seqguir € muito util para determinar se uma série
dada & absolutamente convergente.

0 Teste da Razao

o
) . [P - . .
(i) Selim |——| =L < 1, entdo a série ), a, € absolutamente convergente

n—=e g n=]

(e, portanto, convergente).
oo

‘e . \ Ayt | ; p+1 - L.
(11) Se lim =L > 1ou lim = o entdo a série 3, a,

i —s0e un i — al‘l aml

¢ divergente.

An+1
dn
conclusao pode ser tirada sobre a convergéncia ou divergéncia de Z a,.

= 1, , o Teste da Razao € inconclusivo, ou seja, nenhuma

(111) Se lim

n—=o

Teste util para séries que contém exponenciais ou fatoriais.
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Testes da Razao

Demonstragao

(i) A ideia € comparar a série dada com uma série geometrica convergente.
Como L < 1, podemos escolher um numero rtal que L <r < 1. Uma vez que

an +1

a

lim — L e L<r

nN—o0

n

A razao |a,,;/ a,| sera menor que r a partir de um valor N, ou seja

a

n+1

a

<r sempre quen=N

n

Ou, de maneira equivalente, |a,.4] <|a,|T sempre que n=N [1]
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Testes da Razao

Demonstracao

Colocando n sucessivamente igual a N, N+1, N+2, ... em [1], obtemos
|ans1] < lan| 1
a2l < lane| r<lay| r?
|anssl < lansal T <layl P

E em geral
lanl < |an| para todo k > 1 [2]

Agora, a série i|aN |rk — |aN|r+|aN|r2 +...
k=1

E convergente porque é uma série geométrica com 0 < r < 1. Assim, a desigualdade
[2], junto com o teste da comparacao, mostra que a série

D lan =D lana] =|an.|+|an.e| ¥ também é convergente.
n=N+1 k=1

Segue que a série Z\an\ € convergente. Portanto,zané absolutamente convergente.
n=1 n=1
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Testes da Razao

Demonstragao

(i) Se |a,.+/a,| =L > 1 ou |a,,,/a,| >, entdo a razao |a,./a,| sera maior que
1 a partir de um valor de N, ou seja

n+1

a

n

>1

sempre quen =N

Isso significa que |a,,4| > |a,| quando n = N, e assim
lima, =0

N—c0

Portanto, Xa, diverge pelo teste da divergéncia.
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2 { Testes da Razao

OBSERVACAO A parte (iii) do Teste da Razdo diz que,
se lim, .« |a,+1/a,| = 1, 0 Teste da Razao nao da
nenhuma informacao. Por exemplo, para a série
convergente X 1/n? temos

|
H+ + 1 : . 1
av| _ (nt1)*  n _ -1 quando n — ©
a, 1 (n+ 1) ] l -

”2 fl

12
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i n+1 n | | q
= = = - ando n — o«
d, 1 n+ 1 1 qd "
— 1| + —
I H
Portanto, se lim, ... | a,+1/a,| = 1,a série £ a, pode

convergir ou divergir. Nesse caso, o Teste da Razao falha
e devemos usar outro teste.
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A - y e o
Teste a convergéncia da série > —.

n=]| II!

SOLUCAO: Como os termos a,, = n"/n! sdo positivos, n&o
precisamos dos simbolos de valor absoluto.

An+1 (n + l)”Jrl n!  (mn+ Dn+1)" n!

a, (n+ 1) n" (n + 1)n! n"

n—+11\" 1 \"
—( )—(H—) —e¢ quando n— @

n i

Uma vez que e > 1, a série dada & divergente pelo Teste

da Razao.
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Testes da Raiz

O teste a seqguir € conveniente para ser aplicado quando
n-eésimas poténcias ocorrem.

0 Teste da Raiz

oo

(i) Selim ¥/|a,| = L < 1, entio a série D, a, é absolutamente convergente

A== n=1

(e, portanto, convergente).

-
(ii) Se lim ¥/|a,| =L > 1 ou lim ¢/|a,| = « entdo a série ), a, ¢ divergente.
n—e0o —> 00

n=1

(111) Se lim «.,"z"| Aan | = 1, o Teste da Raiz nao € conclusivo.
ft—> oo

Se lim, ... ¢/|a,| = 1, entdo, a parte (iii) do Teste da Raiz diz
que o teste nao da informacao. A seérie ¥ a, pode convergir
ou divergir. (Se L = 1 no Teste da Razio, nao tente o Teste
da Raiz, porque L sera novamente 1. Ese L =1 no Teste
da Raiz, ndo tente o Teste da Razao, pois ele também

falhara.) 14
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a a8 20 A A"
Teste a convergéncia da série 2, (—) .

SOLUCAO:
2n + 3 \”
a, =
3n + 2
3
) —
2n + 3 n 2
/Tan] = — = e i
3n + 2 2
3+ —

Entao, a série dada converge pelo Teste da Raiz.
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Estrategia para Testes de Seéries

I
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1 Estratégias para testes de séries

Agora temos diversas maneiras de testar a convergéncia
ou divergéncia de uma serie; o problema € decidir qual
teste usar em qual série. Nesse aspecto, testar séries &
similar a integrar fungdes. Mais uma vez, ndo ha regras
certeiras e rapidas para determinar qual teste aplicar em
cada série, mas vocé pode achar os conselhos a seqguir
proveitosos.

Nao € uma boa estratégia aplicar uma lista de testes em
uma ordem especifica até que um deles finalmente
funcione. Isso seria uma perda de tempo e esforco. Em
vez disso, como na integracao, a principal estratégia &
classificar a série de acordo com sua forma.
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1 Estratégias para testes de séries

1. Se a série for da forma X 1/nP, ela € uma série p que
sabemos ser convergente se p > 1 e divergente se p < 1.

2. Se a série tiveraforma X ar'-'ou X ar’, ela é uma série
geomeétrica, que converge se |r| < 1 e diverge se |r| > 1.
Algumas manipulacdoes algébricas podem ser
necessarias para deixar a serie para dessa forma.
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1 Estratégias para testes de séries

3. Se a série tiver uma forma similar a uma série p ou a
uma série geometrica, entao um dos testes de
comparacao deve ser considerado. Em particular, se a,,
for uma funcéao racional ou uma funcéao algébrica de n
(envolvendo raizes de polinbmios), entdo a série deve
ser comparada com uma série p. Os testes de
comparacao se aplicam apenas a séeries com termos
positivos, mas, se Xa, tiver alguns termos negativos,
entdo poderemos aplicar o Teste da Comparagao em
2 |a,| e testar a convergéncia absoluta.

4. Se lim, . a, # 0, 0 Teste para Divergéncia deve ser
usado.
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1 Estratégias para testes de séries

5. Se a série for da forma Z(-1)"-'b, ou X(-1)"b,,, entdo
o Teste da Série Alternada € uma possibilidade obvia.

6. Séries que envolvem fatoriais ou outros produtos
(incluindo uma constante elevada a n-ésima poténcia) sao
com frequéncia testadas convenientemente usando-se o
Teste da Razdo. Tenha em mente que |a,.1/a,|— 1 quando
n —> o0 para todas as series p e, portanto, todas as
funcdes racionais ou algébricas de n. Assim, o Teste da
Raz&o nao deve ser usado para tais séries.

7. Se a, for da forma (b,,)", entdo o Teste de Raiz pode ser
atil.
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3] Estratégias para testes de séries

8. Se a, = f(n), onde,lilif(-r) dx & facilmente calculada, entao
0 Teste da Integral € eficaz (satisfeitas as hipoteses
para este teste).

Nos proximos exemplos nao faremos todos os calculos,
mas simplesmente indicaremos quais testes devem ser
usados.
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% Estrategias para testes de series

!mplo 1

a0

E n— 1

n=1 2!1 + 1

|
Como a, —» 2 # 0 quando n - o, devemos usar o Teste

para Divergéncia.
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= nt + 1

)

a—1 3n® + 4n* + 2

Como a,, € uma fungao algébrica de n, comparamos a
série dada com uma série p. A série de comparacao para o
Teste de Comparacéo no Limite & 3 p . onde

n? n3/? l
J)” — -% f— 1 — - .,}
3n- 3n- 3n-
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1 Estratégias para testes de séries

!mplo 4

o0

S (—1)—=

n=I }14 + 1

Como a série é alternada, usamos o Teste da Série
Alternada.
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Como a série envolve k!, usamos o Teste da Razao.

86

Prof. Diogo Londero da Silva EMB5014 - Séries e Equacdes Diferenciais




1 Estratégias para testes de séries

mplo 6

i I

n=1 2 + 3”

Como a série esta intimamente relacionada a série
geometrica ¥ /3", usamos o Teste da Comparacao.
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Lista de exercicios

Lista 8
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