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Introdução

Paradoxo de Zeno

Será possível chegar na outra extremidade se a lógica abaixo tiver que ser

respeitada?

É possível sempre se aproximar mas nunca chegar ao destino final?
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Introdução

Aquiles x Tartaruga

A tartaruga tem uma vantagem, mas desloca-se com a metade da velocidade

de Aquiles. Será que ele será capaz de ultrapassá-la?



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

5

Introdução

Conclui-se que faz sentido somar infinitos termos em busca de um resultado!

1

1
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Séries
(Stewart, J., Vol. 2)
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Séries
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Séries
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Séries
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Séries

Exemplo 2
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Séries

Exemplo 2
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Séries

Exemplo 2
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Séries

Note que “a” é o primeiro termo da série geométrica.
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Séries

Exemplo 8
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Séries

Exemplo 8
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Séries

Exemplo 8
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O teste da integral e estimativa de somas
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O teste da integral e estimativa de somas

Exemplo 3
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.

Lista de exercícios
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Os testes de comparação
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Os testes de comparação
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Os testes de comparação

: nreferência b

na

: nreferência b

na

Converge!na na Diverge!

nb referência convergente
nb referência divergente
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Os testes de comparação

Demonstração

(i) Seja onde ai ≤ bi

Como ambas as séries têm termos positivos, as sequencias {sn} e {tn} são

crescentes (sn+1 = sn + an+1 ≥ sn). Também tn → t, portanto, tn≤ t para todo n.

Como ai ≤ bi, temos sn ≤ tn para todo n. Isso significa que {sn} é crescente e

limitada superiormente e, portanto, converge pelo teorema da sequência

monótona.

Por conseguinte, an converge.

(ii) Se bn for divergente, então tn → (porque {tn} é crescente). Mas ai ≥ bi ,

assim, sn ≥ tn. Portanto, an diverge.

1

n

n i

i

s a
=

=
1

n

n i

i

t b
=

=
1

n

n

t b


=

=
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Os testes de comparação

Exemplo 1
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Os testes de comparação

Exemplo 1
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Os testes de comparação

: nreferência b

na

: nreferência b

na

Inconclusivo!na na Inconclusivo!

?
?

Observação 2
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Os testes de comparação
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Os testes de comparação
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Os testes de comparação

Demonstração

Sejam m e M números positivos tais que m < c < M. Uma vez que an/bn está

próximo de c para um n grande, existe um inteiro N tal que

m < an/bn < M onde n > N

mbn < an < Mbn quando n > N

E assim,

Se bn convergir, então Mbn também converge. Então an converge pela

parte (i) do teste de comparação.

Se bn divergir, então mbn também diverge, e a parte (ii) do teste de

comparação mostra que an diverge.
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Os testes de comparação

Exemplo 3
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Os testes de comparação

Exemplo 3
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Séries alternadas
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Séries alternadas

Demonstração

Considerando as somas parciais pares, observa-se que:

s2 = b1 – b2 ≥ 0 uma vez que b2≤b1

s4 = s2 + (b3 – b4) ≥ s2 uma vez que b4≤b3

Em geral s2n = s2n-2 + (b2n-1-b2n) ≥ s2n-2 uma vez que b2n≤b2n-1

Logo 0 ≤ s2 ≤ s4 ≤ ... ≤ s2n ≤ ... (é crescente)

Mas podem escrever

s2n = b1 – (b2 – b3) – (b4 – b5) - ... – (b2n-2 – b2n-1) – b2n (b1 é o L.S.)

Cada termo entre parênteses é positivo, portanto s2n ≤ b1 para todo n. Dessa

forma, a sequência {s2n} de somas parciais pares é crescente e limitada

superiormente, sendo assim convergente. Este limite será chamado de s,

isto é:
2lim n

n
s s

→
=



Prof. Diogo Lôndero da Silva

Prof. Diogo Lôndero da Silva

EMB5014 – Séries e Equações Diferenciais

58

Séries alternadas

Demonstração

Agora considerando o limite das somas parciais ímpares, observa-se que:

condição (ii) do teste

Como as somas parciais pares e ímpares convergem para

s, temos que

( )2 1 2 2 1lim limn n n
n n

s s b+ +
→ →

= +

2 2 1lim limn n
n n

s b +
→ →

= +

0s s= + =

lim n
n

s s
→

=
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Séries alternadas

Exemplo
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Convergência absoluta
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Convergência absoluta
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Convergência absoluta
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Convergência absoluta
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Convergência absoluta

Demonstração

Observe que a desigualdade

0 ≤ an + | an | ≤ 2| an |

é verdadeira porque an pode ser um número positivo ou negativo. Se an for

absolutamente convergente, então  |an| é convergente, assim 2| an | é

convergente. Portanto, pelo teste de comparação, (an + |an |) é convergente.

Então,

 an
= (an + | an |) -  | an |

é a diferença de duas séries convergentes e é, portanto, convergente.
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Convergência absoluta
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Convergência absoluta
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Testes da Razão

Teste útil para séries que contêm exponenciais ou fatoriais.
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Testes da Razão

Demonstração

(i) A ideia é comparar a série dada com uma série geométrica convergente.

Como L < 1, podemos escolher um número r tal que L < r < 1. Uma vez que

e L < r

A razão |an+1 / an| será menor que r a partir de um valor N, ou seja

sempre que n ≥ N

Ou, de maneira equivalente, |an+1| < |an | r sempre que n ≥ N [1]

1lim n

n
n

a
L

a

+

→
=

1n

n

a
r

a

+ 
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Testes da Razão

Demonstração

Colocando n sucessivamente igual a N, N+1, N+2, ... em [1], obtemos

|aN+1| < |aN| r

|aN+2| < |aN+1| r < |aN| r2

|aN+3| < |aN+2| r < |aN| r3

E em geral

|aN+k| < |aN| rk para todo k ≥ 1 [2]

Agora, a série

É convergente porque é uma série geométrica com 0 < r < 1. Assim, a desigualdade

[2], junto com o teste da comparação, mostra que a série

também é convergente.

Segue que a série é convergente. Portanto, é absolutamente convergente.

2

1

...k

N N N

k

a r a r a r


=

= + +

1 2

1 1

...n N k N N

n N k

a a a a
 

+ + +

= + =

= = + + 

1

n

n

a


=


1

n

n

a


=


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Testes da Razão

Demonstração

(ii) Se |an+1/an| →L > 1 ou |an+1/an| →, então a razão |an+1/an| será maior que

1 a partir de um valor de N, ou seja

sempre que n ≥ N

Isso significa que |an+1| > |an| quando n ≥ N, e assim

Portanto, an diverge pelo teste da divergência.

1 1n

n

a

a

+ 

lim 0n
n

a
→


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Testes da Razão
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Testes da Razão
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Testes da Raiz
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Testes da Raiz
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Estratégias para testes de séries
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Estratégias para testes de séries
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Estratégias para testes de séries
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Estratégias para testes de séries
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